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exemples sont pns dans plusicurs champs conceptuels: les structures addi-
tives, les structures multiplicatives, la logique des classes, I'algebre.
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‘La théorie des champs conceptuels est une théorie cognitiviste,

qui vise A fournir un cadre cohérent et quelques principes de
base pour I'étude du développement et de I'apprentissage des
compétences complexes, notamment de celles qui relevent des

- sciences et des techniques. Du fait qu’elle offre un cadre pour

1’apprentissage, elle intéresse la didactique; mais elle n’est pas

a elle seule une théorie didactique. Sa principale finalité est de
fournir un cadre qui. permette de comprendre les filiations et les
ruptures entre connaissances, chez les enfants et les adoles-

©cents, en entendant par «connalssances» ausm bien 168 sav01r-

faire que les savoirs exprimés. Les idées de filiation et de rup-
ture concernent également les apprentlssages de I'adulte, mais
ces derniers s’effectuent sous des contraintes qui sont davanta-
ge de 1’ordre des habitudes et des biais de pensée acquis que de
I'ordre du développement de 'appareil psychique. Chez 1'en-
fant et I’adolescent les effets de I’ apprenussage et du dévelop-
pement cognitif interviennent toujours conjomtemem

__La théorie des champs conceptuels n'est pas spécifique des
mathématiques; mais clle a d’abord été élaborée cn vue de
rendre compte du processus de conceptualisation progressive
des structures additives, des structures multiplicatives, des rela-
tions nombre-espace, de 1'algebre.

" CONCEPTS ET SCHEMES

Un concept ne peut étre réduit A sa définition, du moins si I'on
s'intéresse a son apprentissage et & son enseignement. C’est a

concept acquiert du sens pour ’enfant, Ce processus "d*élabora-
tion pragmatique est essentiel pour la psychologie et la didac-
tique, comme il est d’ailleurs essentiel pour I'histoire des
sciences. Parler d’élaboration pragmatique ne préjuge nulle-
ment de la nature des problémes auxquels un concept nouveau
apporte une réponse: ces probleémes peuvent €tre théoriques au-
tant que pratiques., Celane préjuge pas non plus de I'analyse du
role du langage et du symbolisme dans la conceptualisation; ce
role est trés important. Simplement, si I'on veut prendre correc-
tement la mesure de la fonction adaptative de la connaissance,
on doit accorder une place centrale aux formes qu’elle prend
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dans 'action du sujet, La connaissance rationnelle est opératoi-

re ou n'est pas.

On peut distinguer:

1) des classes de situations pour lesquelles le sujet disposc
dans son répertoire, & un moment donné de son développement
et sous certaines circonstances, des compétences nécessaires au
traitement relativement immédiat de la situation;,

2) des classes de situations pour lesquelles le sujet ne -dispose
pas de toutes les compétences nécessaires, ce qui 'oblige & un
temps de réflexion et d’exploration, a des hésitations, a des ten-
latives avoniées, ct le conduit éventuellement 3 la réussite,
éventuellement a 1'échec.

Le concept de «scheme» est intéressant pour I'une et 1’autre
classes de situations, mais il ne fonctionne pas de la méme ma-
niere dans les deux cas. Dans le premier cas on va observer
pour une méme classe de situations, des conduites largement
automatisées, organisées par un sche¢me unique; dans lc sccond
cas, on va observer I'amorgage successif de plusieurs schemes,
qui peuvent entrer en compéltition et qui, pour aboutir a la solu-
tion recherchée, doivent étre accommodés, décombinés ct re-
combinés; ce processus s’accompagne nécessairement de dé-

couvertes.
Appelons «schéme» I'organisation invariante de la condui-

te pour une classe de situations donnée. C’est dans les , schemes |

qu'il faut rechercher les connaissances-en-acte du sujet, c'est-

a-dire les €léments cognitifs qui permettent & I"action du sujet

d'étre opératoire.

Prenons un premier exemple dans le domaine de la motrici-
té: le scheme qui organise le mouvement du corps de 'athléle
au moment du saut en hauteur représente un ensemble impres-
sionnant de connaissances spatiales et mécaniques. La conduite

du sauteur a beau subir certaines variations, ['analyse de ses es- -~

sais successifs met en évidence de nombreux éléments com-
muns. Ces éléments communs concernent bien entendu, le dé-
cours temporel de la mobilisation des muscles qui contribuent &
assurer efficacité des différentes phases du mouvement; mais
cette organisation motrice repose sur une certaine perception
des rapports des objets dans 1'espace et notamment du rapport
des différentes partics du corps avec cet espace au cours du
mouvement. Cetlec organisation perceptivd-motrice supposc
donc des catégories d'ordre spatial, temporel, et mécanique
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(orientations dans 'espace, distance minimum, succession et
durce, force, accélération et vitesse...) ainsi que des connais-
sances-en-acte qui pourraicnt prendre la forme de théorémes de
géométric ct de mécanique, s'ils étaient explicités. Cette expli-
citation est d’aillcurs I'un des enjeux de I’entrainement et dec
I'analyse du mouvement: clle est favorisée par les techniques
vidéo et par la compétence professionnelle des entraineurs; elle
demeure cependant trés fragmentaire.,

Les compétences mathématiques sont elles-mémes sous-
tendues par des schemes organisateurs de la conduite. Prenons
quclques exemples élémentaires:

— le sche¢me du dénombrement d'une peute collection par un
enfant de 5 ans a beau varier dans ses formes lorsqu’il s’agit de

~ compter des bonbons, des assiettes sur une table, ou les per-
sonnes assises de maniére €parse dans un jardin, il n’en com-
~ porte pas moins une organisation invariante, essentielle pour le

fonctionnement du schéme: coordination des mouvements des
yeux et des gestes du doigt et de la main par rapport 2 la posi-

_tion des objets, énoncé coordonné de la suite numérique, cardi-

nalisation de I’ensemble dénombré par soulignement tonique
ou par répélition du dernier mot-nombre prononcé: un, deux,
trois, quatre, cing, six, sept... sept!
— le sch¢me de résolution des équations de la forme ax + b =¢
atteint rapidement un degré élevé de disponibilité et de fiabilité
chez les éleves de cinquieme et de quatrieme, débutant en al-
gebre, lorsque a, b et ¢ ont des valeurs numériques positives et
que b < ¢ (ce n’est pas tout 2 fait le cas lorsque certains des pa-
ramétres a, b, ¢ et ¢ - b sont négatifs). La suite des écritures ef-
fectuées par les éleves montre clairement une organisation in-
variante, qui repose a la fois sur des habitudes apprises et sur
des théortmes comme les suivants:
«on conserve I’égalité cn soustrayant b des deux cotés»
«on conserve I'égalité en divisant par a des deux cOtés». .
Le fonctionnement cognitif de 1'éleve comporte des opéra-
tions qui s'automatisent progressivement (changer de signe
quand on change de membre, isoler x d’un c6té du signe d’éga-
lité) et des décisions conscientes qui permettent de tenir comp-
te des valeurs particulitres des variables de situation. La fiabili-
t¢ du schetme pour le sujet reposc en demier ressort sur la
connaissance qu'il a, explicite ou implicite, des relations entre
I"algorithme et les caractéristiques du probleéme 2 résoudre.
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L'automatisation _est évidemment l'une des manifestations
les plus visibles du caractére invariant de I'organisation de I'ac-

tion. Mais unc suite dc décisions conscientes peut aussi faire
['objet d'une organisation invariante pour une classe de situa-
tions données. D’ailleurs 1'automatisation n’empéchc pas quc
lc sujet conserve le controle des conditions sous lesquelles telle
opération est appropri¢e ou non. Prenons, par exemple, 1'algo-
rithme de 1’addition en numération décimale; son exécution est
largement automatisée pour la plupart des enfants 2 la fin de
I'école élémentaire. Pourtant les enfants sont capables de géné-
rer une suite d’actions différentes en fonction des caracléris-
tiques de la situation: retenuc ou pas, zéro intercalaire ou pas,
décimal ou pas. En fait toutes nos_conduites comportent unc
part d’automaticité ct unc part de décision conscientc.

On voit aussi avec ces exemples, que les algorithmes sont
des schémes, ou encore que les schemes sont des objets du
méme type logique que les algorithmes: il leur manque éven-

wellement 'effectivité, c'est-a-dire la propriété d’aboutir a

coup siir en un nombre fini de pas. Les sche¢mes sont souvent
efficaces, pas_toujours_effectifs. Lorsqu'un enfant utilise un
schame inefficace pour une certaine situation, I’expérience le
conduit soit A changer de scheme, soit a modifier ce scheéme.

vec Piaget, on peut dire que ce sont les schemes qui sont au
centre du processus d'adaptation des structures cognitives: as-
similation et accommodation.

Reprenons ’exemple de I'algorithme de 1'addition des
nombres entiers. On le présente le plus souvent comme un ch-
semble de regles:

— commencer par la colonne des unités, la plus a droite;

— continuer par la colonne des dizaines, puis des centaines,
elc.

__ calculer la somme des nombres dans chaque colonne. Si la
somme des nombres dans une colonne est inférieure a dix, ins-
crire cette somme sur la ligne du total (ligne du bas). Si elle
est égale ou supéricure 4 dix, écrire seulement le chiffre des
unités de cette somme et retenir le chiffre des dizaines, que
I'on reporte cn haut de la colonne immédiatement située

gauche, pour I’ajoutcr aux autres nombres de celte dernitre

colonne, N

—ct ainsi de suite en progressant de droite  gauche, jusqu’a
épuisement des colonnes.

les seuls éléments cognitifs utiles mais ils sont décisifs.
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Expliciter ces regles cst difficile et quasiment impossiblé
.pour les enfants, alors méme qu’ils sont capables d’exécuter la

suite des opérations. Il y a toujours beaucoup d'implicite dans

les sche¢mes. _

I1 faut observer cn outre que, sans la numération de position
et la conceptualisation qui lui est associée (décomposition po-
lynorpialc des nombres), le schdme-algorithme ne peut pas
fonctionner: on le voit bien chez les éleves en échec, qui ne sa-
vent pas composer entre elles des informations données en
termes de dizaines, de centaines, de milliers. Un sché¢me repose
toujours sur une conceptualisation implicite. Considérons les

~errcurs des éleves dans les opérations de soustraction: on

s’apergoit que les plus fréquentes d’entre elles (omettre la rete-

“nue, soustraire le nombre le plus petit du plus grand dans

chaque colonne indépendamment de sa position en bas ou en
haut) tiennent A une conceptualisation insuffisante de la nota-
tion décimale. Il peut certes y avoir des ratés dans I'exécution
.automatisée d’un schéme, mais ce ne sont pas ces ratés qui ren-
dent compte des principales erreurs.

Dans le cas du dénombrement, on peut identifier aisément
deux idées mathématiques indispensables au fonctionnement
du scl}éme: celles de bijection et de cardinal, sans lesquelles en
cffgt, il'n’y a pas de conduite de dénombrement possible. C'est
d’ailleurs sur ces deux points qu’on observe des erreurs: cer-

~ tains enfants ne parviennent pas a «cardinaliser», ¢’est-a-dire &

se représenter le dernier mot-nombre prononcé comme repré-
sentant la mesure de tout 1'ensemble, d’autres enfants (éven-
tucllement les mémes) omettent des €léments, ou recomptent
deux fois le méme élément, De maniére analogue, il n’y a pas
d’algebre vraiment opératoire sans la reconnaissance des théo-
rémes concemnant la_conservation de I’égalité. Ce ne sont pas

On désigne par les expressions «concept-en-acte» et «théo-
réme-en-acte» les connaissances contenues dans les schémes:
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’ Tel_ que nous venons de le définir, le concept de scheme
s’applique facilement 2 la premigre catégoric de situations vucs
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tences n<§ccssaires, et moins A la seconde catégorie puisque lc
sujet hésite et tente plusieurs approches. Pourtant I’observation
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des éleves en situation de résolution de probleme, 'analyse de
leurs hésitations et de leurs erreurs, montrent que les conduites
cn situation ouverte sont également structurées par des

- schémes. Ceux-ci sont empruntés au vaste répertoirc des

schemes disponibles, et notamment & ceux qui sont associés
aux classes de situations qui paraissent avoir une parenté avec
la situation actuellement traitée. Simplement comme la parenté
n’est que particlle et éventuellement illusoire, les schemes sont
seulement esquissés et les tentatives souvent interrompues
avant d’avoir été menées 2 leur terme; plusugurs sche¢mes peu-
vent étre évoqués successivement, et méme simultanément
dans une situation nouvelle pour le sujet (ou considérée par lui
comme nouvelle). A titre d’illustration, prenons le cas d'une si-
tuation dans laqueclle un groupe d’enfants de cinquie¢me avait &
comparer le volume d’un objet solide plein et celui d’un réci-
pient (situation nouvelle pour eux). Le premier sche¢me mobili-
sé fut celui de la comparaison des hauteurs, comme s’il s’¢tait
agi de comparer la quantité de jus d’orange dans deux vases de
méme forme: cette action de comparaison des niveaux ne don-
na licu & aucune conclusion. Le deuxie¢me sche¢me observé fut
cclui de I'immersion (partielle) de I’objet plein dans le réci-
pient: évidemment comme le récipient était lui-méme plein,
I'eau déborda; la conclusion de 1'éleve fut alors que I'objet
plein était plus gros! C’est seulement ensuite que d’autres ac-
tions, plus opératoires, furent engagées jusqu'a ce qu'unc pro-
cédure véritablement «décidable» permette de trancher. Ainsi
plusicurs schemes, apparentés mais non pertinents, avaient ¢té
évoqués avant qu'une solution émerge.

Cet exemple illustre I’idée que le fonctionnement cognitif
d’un sujet ou d’un groupe de sujets en situation repose sur le
répertoire des schémes disponibles, antéricurement formés, de
chacun des sujets pris individuellement. En méme temps lcs
enfants découvrent de nouveaux aspects, et éventuellement de

nouveaux schémes, en situation. Comme les conduites en situa- ™

tion reposent sur le répertoire initial des schemes disponibles,
on nc peut théoriser valablement sur le fonctionnement cognitif
en faisant I’impasse sur le développement cognitif. La théorie
des champs conceptuels s’adresse & ce probléme critique.

Il existe de.nombreux.cxemples de schemes dans I'appren-
tw_lhé_rgm_ques Chaque schéme est relatif & une
classe de situations dont les caracténsllques sont bien définies.

|
;

|
|
|
|
i
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Toutefois il peut €tre appliqué par un sujet individuel & unc
classe plus étroite que celle a laquelle il pourrait en fait étre ap-
pliqué cfficacement. Se pose alors un probleme d'extension du
schéme 2 une classe plus large: on peut parler alors de délocali-
sation, de généralisation, de transfert, de décontextualisation.
On ne peut imaginer qu’un tel processus intervienne sans quc
soient reconnues par le sujet des analogies et parentés (ressem-
blances sur certains criteres, différences sur d’autres) entre la
classe de situations sur laquelle le schéme était déja opératoire
pour le sujet, et les situations nouvelles a conquérir. La recon-
naissance d'invariants est donc la clef de la générahsauon du
schéme.

Mais un schéme peut aussi etre appliqué par.un sujet indi-
viduel & une classc. trop large: il est alors mis en défaut et le
sujet doit en restreindre la portée, et décomposer le schéme cn
éléments distincts susceptibles d’étre recomposés de maniére
différente pour les diverses sous-classes de situations, éven-
tuellement par adjonction” d’éléments cognitifs supplémen-
taires. On reconnait 12 des processus de restriction et d’accom-
modation. Par exemple s’il faut compter un ensemble de plu-
sieurs centaines d'éléments, le schéme du dénombrement va
devoir étre enrichi de procédures de regroupements, de dé-
nombrements partiels, d’additions; ou bien dans I'exemplc de
I’algébre, si les valeurs de a, b et ¢ sortent des conditions vues
plus haut (c - b négatif par exemple), la résolution des équa-
tions de type ax + b = ¢ va appeler des aménagements impor-
tants du schéme initial.

Dans la résolution des problemes d’arithmétique dite élé-
mentaire, les enfants rencontrent de nombreuses difficultés
conceptuelles. C'est en termes de sché¢mes qu’il faut analyser le
choix des bonnes opérations et des bonnes données pour ré-
soudre un probléme dans lequel il existe plusieurs possibilités
de choix. La prise d’information dans la lecture de I'énoncé, la
prise d’informations physiques (mesures par cxemple), la re-
cherche d’informations dans une documentation (dans un livret
scolaire, dans des tableaux statistiques etc.), la combinaison
adéquate de ces informations par les opérations d'addition, de
soustraction, de multiplication et de division, obéissent en gé-
néral A des schemes, notamment chez lcs €l2ves qui maitrisent
ces situations. Pour:les autres éleves, il s’agit de résolution de
probleme, parce qucz;f les situations en jeu ne sont pas encore dc-
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venues triviales pour eux; mais les procédures heuristiques sont
des schemes: elles ne sont ni effectives comme les algonthmes
__hi méme efficaces parfois.

Le sché¢me, totalité dynamique organisatrice de 1'action du
sujet pour unc classe de situations spécifiée, est donc un
concept fondamental de la psychologie cognitive et de la didac-
tique. Il h’est pas souvent reconnu comme tel. En outre, il de-

“mande A étre analysé. Si on reconnait facilement qu'un scheme

cst composé de réglcs d’actions et d’anticipations puisqu’il gé-
nere une suite d’actions en vu¢ d’atteindre un certain but, on ne
reconnait pas toujours qu'il est également composé, de maniére
essentielle, d’invariants opératoues (concepts-en-acte et
connaissances-en-acte) et d’ inférences. Les inférences sont in-
dlspcnsablcs A la mise en ceuvre du schéme dans chaque situa-
tion particulire, hic et nunc: en effet, comme nous I'avons vu,
un sché¢me n'est pas un stéréotype mais une fonction temporali-
sée a arguments, qui permet de générer des suites différentes
d’actions ct de prises d'information en fonction des valcurs des
variables de situation. Un schéme est toujours un universel
puisqu’il est associé a une classe, et qu’cn outre cetle classe
n’est pas en général finie.

Quant aux .invariants opératoires, ils méritent une cxplica-
tion complémentaire car il en existe fondamentalcmcnt de trois
types logiques:

— des invariants de type «propositions»; ils sont susceptibles
d’étres vrais ou faux; les théorémes-en-acte sont des invariants

de ce type.

ler exemple: entre 5 et 7 ans, les enfants découvrent qu’il n’est
pas nécessaire de recompter le tout pour trouver le cardinal de
A U B sil'on a d¢ja compté A et compté B. On peut exprxmer
cette connaissance par un théoréme-en-acte:
Card (A U B) = Card (A) + Card (B)

pourvuqQue ANB =0
L absence de quantificateur laisse entendre que ce théoréme n’a
pas une validit¢ universelle pour les enfants, mais une portée
sculement locale, pour les petites collections par exemple.

2tme exemple: entre 8 et 10 ans, avec un bonheur variable selon
les individus, beaucoup d'éleves comprennent que si une quan-
tité d’objets marchands est multipliée par 2, 3, 4, 5, 10, 100 ou
un nombre simple, alors le prix est 2, 3, 4, 5, 10, 100 fois plus
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grand. On peut exprimer cette connaissance par un théoréme-
en-acte

f(nx) = nf(x) pour n cntier et simple
— des invariants de type «foncuon proposmonnelle» ils ne

Par exemple Les concepts de cardmal _ct de_collection, cecux
d état initial, dc transformatxon ct de relauon quanufxéc sont

Ce ne sont pas des proposmons
Ces concepts sont rarement explicités par les €leves alors

méme qu’ils sont constrults par_eux dans I'action: ce sont des |

concepts-en-acte, ou des catégoncs en-acte. Le type logique !

des concepts-cn-acte est différent du type logique des théo-
rémes-cn-acte: cc sont des fonctions propositionnelles. La rela-
tion cntre fonctions propositionnelles et propositions est unc re-
lation dialectique: il n'y a pas de proposition sans fonctions
propositionnelles et pas de fonction propositionnelle sans pro-
positions. De la méme maniere concepts-en-acte ct théorémes-
en-acte se construisent en étroite interaction.

Parmi les fonctions propositionnelles, il faut considérer

qu’il existe des fonctions & un argument (les propriétés), des
fonctions 2 deux arguments (les relations binaires), des fonc-
tions 2 trois arguments (les relations teraires, parmi lesquelles
les lois de composition binaires), des fonctions & quatre argu-
ments, comme dans la propornonnalué et des fonctions & plus
de quatre arguments.

On peut ainsi écrire P(x) la fonction propositionnelle «...est
bleu», R, (x, y) la relation «...est a droite de...», Ry (x,y, 2) la
relation «...est entre... et...» ou la loi de composition «la somme
de... et... est...»

Cette distinction entre propositions ct fonctions proposition-
nelles est indispensable. Pourtant clle ne rend pas compte i clic
seule de tous les aspects importants du processus de conceptua-
lisation. Les concepts de couleur, de direction et de sens sont a
I’évidence d'un autre type logique que les concepts de bleu et
de droite. On peut considérer par exemple que I'enscmble des
couleurs est I’ ensemble~quouent de I'ensemble des objets par la
relation d’équivalence «a la méme couleur que», Il faut alors
considérer que le concept de couleur procéde de la construction
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sont pas susceptibles d’étre vrais ou faux, mais ils constituent | vé'?ﬂfv*/‘%n E

des_briques mdlspensables a la construction des propositions. / 2~ as
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d'un descriptcur par misc en relation des valeurs particulieres
qu'il peut prendre. Une analyse encore plus complexe est néccs-
sairc pour les concepts de chaleur, de force, de fonction, de va-
riable? Il y a 12 une voic de recherche théorique trés importante.

— des invariants de type «argument»: qui dit fonction proposi-
tionnelle et proposition dit argument. Les logiciens classiques
avaient I'habitude de prendre leurs exemples dans les objets
matériels ordinaires et leurs propriétés. Etaient alors arguments
a, b, ¢ (instanciations des variables x, y, z), des objets matéricls
comme le livre, la table, le personnage Paul; et fonctions pro-
positionnelles des propriéiés et des relations P, Ry, Ry comme
celles que nous avons vues plus haut. Par exemple, «Paul pose

-le livre sur la table» peut s’écrire; Ry (Paul, livre, table), propo-

sition qui résulte de 1'instanciation des arguments de la fonc-
tion propositionnelle R; (x, y, z) «x pose y sur z» dans laquelle
x cst une personne, y un petit objet matériel manipulable et z
un support possible.

En mathématiques, les arguments peuvent étre des objets
matériels (le batcau est a droite du phare), des personnages
(Paul est plus grand que Céline), des nombres (4 + 3 = 7), des
relations («plus grand que» est une relation antisymétrique), et
méme des propositions («8 est un diviseur de 24» est Ia réci-
proque de «24 cst un mulliple de 8»).

“estun | processus décisif dans la conceptuahsauon du réel Celtte
transformation signifie entre autres choses que les fonctions
proposmonnellcs peuvent devenir arguments. La nominalisa-
tion ¢st une opération linguistique essenticlle dans cette trans-
formation.

Cette parenthése sur les propositions et les fonctions propo-
sitionnelles peut paraitre paradoxale dans un paragraphe consa-
cré principalement aux invariants opératoires contenus dans les
schemes. La premiére raison de cette clarification est que les
invariants opératoires ne sont pas d’un type logique uniquc et
qu'il faut donc analyser le statut de chacun. La seconde raison
est qu'un concept-en-acte n'est pas tout. A fait un_conce gercch,nLun
théoreme-en-_acte un théoréme, Dans la_science, concepts ¢t

mmxcnes et 'on peut d discuter de leur pertinen-
“ceerde Teur vérii€. Cen'e "est pa pas néccssaxrement le cas pour les
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invariants opératoires. Conccpts et théorémes explicites ne for-
ment q que Ia partie visible de I Jcmptuahsanon
sans Ta partic cachée formée par les invariants opéraloires, cctte
partie visible ne scrait rien. Réciproquement on ne sait parler
des invariants opératoires intégrés dans les schemes qual aide
des catégories de la connaissance explicite: propositions, fonc-
tions propositionnelles, objets-arguments.

En résumé, I'opérationalité d’un concept doit étre éprouvéc—[
a travers des situations variées, et le chercheur doit analyser)
une grande variété de conduntes et de sche¢mes pour com-
prendre cn quoi consiste, du pomt de vue cogniiif, tel ou_tel

concept: par exemple le concept de rapport ne s¢_comprend

qu’a travers une diversité de problémcs pratiques et théoriques;
de méme Tes concepts de fonction ou de nombre. Chacun de
ces concepts comporte cn effet plusieurs propriéiés, dont la
pertinence est variable selon les situations A traiter. Certaines
peuvent €tre comprises trés tot, d’autres beaucoup plus tard au
cours de I'apprentissage. Une approche psychologique et di-
- dactique de la formation des_concepts. mathématiques, conduit

-4 considérer un _concept comme un ensemble d’invariants utili- -

sables dans I'action. La définition pragmathue d’un concept
" fait donc appel A I'’ensemble des situations qui constituent la ré-
o [érence de ses différentes propriétés, et A 1'ensemble des
scheémes mis en ceuvre par les sujets dans ces situations.
Toutefois 1’action opératoire n’est pas le tout de la concep-
tualisation du réel, loin de 13. On ne débat pas de la vérité ou de

. la'fausseté d’un énoncé totalement implicite, et on n’identifie

pas les aspects du réel auxquels il faut préter attention, sans
I’aide de mots, d'énoncés, de symboles et de signes. L'usage de
signifiants cxplicitcs est indispensable 2 ]a conceptualisation.

Cest cc qui conduit & considérer qu’un concept est un tri-
plet de trois ensembles:

T=(S.1, ¥

S: I'ensemble des situations qui donnent du sens au concept (la
référence)

I: 'ensemble des invariants sur lesquels repose 1’opérationalité

des schémes (le signifié)

f: I'ensemble des formes langagitres et non langagiéres qui
permelttent de représenter symboliquement le concept, ses pro-
priétés, les situations et les procédures de traitement (le signi-
fiant),
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Etudier le développement et le fonctionnement d'un 5 lpgique (prédicat du premier ordre, classe de fonctions proposi-
concept, au cours de I'apprentissage ou lors de 'son utilisation, ' tionnelles d’un certain type, loi de composition...) ne soulévent
c’est nécessairement considérer ces trois plans 2 la fois. Il n’y a * pas les mémes problemes de conceptualisation. Par rapport 2

pas en général de bijection entre signifiants et signifiés, ni entre . une psychologic cognitive centrée sur les structures logiques,
invariants et situations. On ne peut donc réduire le signifié¢ ni i comme celle de Piaget, la théorie des champs conceptuels ap-
aux signifiants, ni aux situations. ' parait plutdt comme unc psychologic des concepts, méme
o o congid bl | TorSque le terme estructures» intervient dans la désignation |

don Sl Fanin , méme du chrar_gg.__go.n\cgpiqgl _considéré: structures additives, /y‘jfw»l\,ﬁwf& e
CHAMPS CONCEPTUELS Lol DU i siructures multiplicatives. En effet, si la premitre entrée d'un cymn n - |
Comm V- G champ conceptucl est celle des situations, on peut aussi identi- 4 \[V

' /]/9 Considérons en premicr lieu un champ conceptuel comme un fier une deuxitme entrée, celle des concepts et des théorémes. . -enlrheda: .
CaowCir-  “ensemble de situations. Par exemple, pour le champ conceptucl _ Le champ conceptuel des structures additives est 2 la f0is  o/s . ¢ .c S

des structures additives, I'cnsemble des situations qui deman- I’ensemble des situations dont le traitement implique une ou
LAy v dent une addition, unc soustraction ou une combinaison de plusicurs additions ou soustractions, et I'ensemble des concepts . ,
PO T elles_opérations; et pour les structures multiplicatives, 1'en- et théorémes qui permettent d'analyser ces situations comme & Jrvtin i 8
o) J*/j/" semble des situations qui demandent une multiplication, une © des 'tﬁchcs mathématiques. Sont ainsi constitutifs des structures e /27, - B
zdo f}'j/«/\o _ division ou une combinaison de tellc;s opérations. Le premier »ilddlliveS. 'lcs concepts de cardinal ét de mesure, de e (
R avantage de cette approche par les situations est de permetire transformation temporelle par augmentation ou diminution
| Cels de générer une classification reposant sur I’analyse des taches I (perdre ou dépenser 5 francs), de relation de comparaison
P cognitives et des procédures pouvant tre mises en jeu dans ‘quantifiée (avoir 3 bonbons ou 3 ans de plus que), de composi-

chacune d’entre elles. : tion binaire de mesures (combien en tout?), de composition de

Le concept de situation n'a pas ici le sens de situation_di- transformations ct de relations, d’opération unaire, d’inversion,
j dactique mais plutot celui de tche, 1'idée étant que toute situa- ) de nombre naturel et de nombre relatif, d’abscisse, de déplace-

: \..",f < N -
e Tede e comb ment orienté et quantifié...
tiches dont il est important de connaitre la nature et la difficul-

i )@U\/"Z R vt ..'

|

tion complexc peut étre analysée comme unc combinaison de

taches dont ! portant d 1aitre lar , ‘ CFS concepts ne vont pas seuls: ils n’auraient guére de por-
1€ propres. La difficulté d’une tiche n’est ni la somme ni le . tée si des théorémes vrais ne leur donnaient leur fonction, dans

produit de la difficulté des différentes sous-tiches, mais il est ' le traitement des situations:
clair que I’échec dans une sous-tiche entraine I’échec global. Card (A U B) = Card (A) + Card (B) pourvu que AN B =@

Certains chercheurs privilégient, pour cette analyse, des mo- F=T()=>=TI(F
deles de la complexité relevant soit de la linguistique, soit des . ) )
’ pour S = €état initial, T = transformation, F = état final

théories du traitement de I’information. La théorie des champs
conceptuels priilégic au contraire des modeles qui donnent un AC= AB + BC (Relation de Chasles) => AB= AC-BC
quelle que soit la position respective de A, B et C.

cic.
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GO e essentiel aux concepts mathématiques eux-mémes. Cerics
Ta forme des Enoncés ¢l ic nombre d'éléments mis en jeu sont
des factcurs pertinents de la complexité, mais leur role st su-
bordonné.

ey e P e

, , De manitre analogue, le champ conceptuel des structures ¢ <o )@

La logique non plus n’est pas un cadre suffisamment opcra- multiplicatives est 2 la fois I'ensemble des situations dont le ufv:,c@‘.f"/ i
toire pour rendre compte de la complexité relative des tiches ct ‘ traitement implique une ou plusicurs multiplicatiox{;oﬁ_ divi- . {
sous-taches, des procédures, des représentations symboliques. sions, et I'ensemble ‘des concepis et théorémes qui permetient ;. y
Elle est trop réductrice et met sur le méme pian dcs objets ma- d'analyser ces situations: proportion simple et proportion mul- “Wte kg

thématiques qui, tout en ayant éventuellement le méme statut | 4‘ tiple, fonction linéaire et n-linéaire, rapport scalaire direct et in- '&Z}/Jiu\;‘éiwq
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verse, quotient et produit de dimensions, combinaison linéaire
et application linéaire, fraction, rapport, nombre rationnel, mul-
tiple et diviscur, ctc. Parmi les théorémes qui donnent leur
fonction 2 ces concepts, il faut mentionner:

les propriétés d’isomorphisme de la fonction linéaire

f(nx) =.nf(x)

f(n,x,+ nyXy) = mf(x,) + naf(xy)

et leur généralisation 2 des rapports non entiers

les propriétés concernant le coefficient constant entre deux va-
riables linéairement liées

f(x) = ax . x-_-%f(x)

et certaines propriétés spécifiques de la bilinéarité
f(n;x;, NyXy) = 0.0y f(x), X,)

Il y en a plusicurs autres, et 1’élaboration pragmatique du
champ conceptuel des structures multiplicatives passe ainsi par
des étapes qu’il est possible d’identifier clairement.

Mais la portée du cadre théorique des champs conceptucls
resterait limitée si elle s’arrétait & ces deux exemples, aussi jc
mentionnerai plusieurs autres domaines pour montrer qu'il
s'agit d’un cadre relativement général:

— L'électricité, et les schémes qui organisent ['activité du sujet
dans ce domaine. Les situations a comprendre et A traiter sont
différentes: 1'éclairage d'une piece, le branchement d’une lam-
pe sur une pile (deux pdles, deux fils, existence d'un courant),
la compréhension du circuit électrique d’une habitation ou
d'une voiture, ’analyse et la dissociation des concepts d’inten-
sité, de tension, de résistance et d’énergie pour les calculs
d’électrocinétique etc.;

— la mécanique, qui implique également une grande variété de
situations et de concepts;

— les grandeurs spatiales (longueurs, surfaces, volumes), dont
la conceptualisation fait appel a la fois 3 la géométrie, aux
structures additives et aux structures multiplicatives;

— la logique des classes, qui constitue le savoir de référence
pour la compréhension des concepts de propriété et de caracté-
ristique, de la relation d'inclusion, des opérations d'intersec-
tion, d’union, de complémentation sur lc\s classes et des opéra-
tions de conjonction, de disjonction et de négation sur les pro-
pri¢tés. On peut regretter que les psychologues aient accordé
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une attention excessive aux problémes de classification et de
catégorisation, ou que les réformateurs du mouvement des
«maths modernes», soient tombés comme des néophytes dans
la religion de la logique des classes; mais il faut aussi recon-
naitre que ce champ conceptuel recouvre des questions sé-
rieuses pour le développement et 1'apprentissage de la rationa-
lité. La logique des classes présente d’ailleurs de I’intérét non
seulement pour le calcul des classes et des propriétés, mais aus-
si pour les relations entre opérations sur les classes et opéra-
tions sur les nombres. A cOté des lois de Morgan, purement lo-
giques:
AUuB=ANnB
AnB=AUB
On peut en effet considérer les théorémes qui portent sur les
correspondances entre classes et cardinaux, par exemple la
quantification de !'inclusion:

A C B => Card (A) ¢ Card (B)

ou encore le théoréme des cardinaux:

Card (A U B) + Card (A N B) = Card (A) + Card (B)

Ce dernier théoréme n’est pas trivial. Pourtant certains
éleves de CM2 sont capables de calculer Card (A U B)
connaissant les trois autres cardinaux; ou Card (A), ou encore
Card (A n B); cette dernitre tache est la plus difficile des trois.
On retrouve pour la logique des classes la question déja soule-
vée plus haut des connaissances non explicites susceptibles
d’orienter une démarche de résolution. Les schémes néces-
saires a la résolution des demiers problémes que nous venons
d'évoquer participent a la fois de la logique des classes et des
structures additives.

X =complément de X .

SITUATIONS

Le concept de situation a été beaucoup renouvelé par Guy

Brousseau, qui lui a donné non seulement une portée didac-

tique qu'il n’avait pas en psychologie, mais aussi une significa-

tion dans laquelle la dimension affective et dramatique inter-

vient autant que la dimension cognitive. La misc en sce¢ne des

concepts et des procédures mathématiques est un art qui s’ali-
L4
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mente aussi bien & la psychologie sociale qu'a 1'épistémologic
et A la psychologic des mathématiques,

Nous nc prendrons pas le concept de «situation» avec toute
cetle signification ici; nous nous limiterons au sens que lui don-
nc habituellement le psychologue: les processus cognitifs et les

réponses du sujet sont fonction des situations auxquelles ils

sont confrontés. Et nous retiendrons deux idées principales:

1) celle de variété: il existe une grande variété de situations
dans un champ conceptuel donné, et les variables de situation
sont un moyen de générer de manitre systématique I'ensemble
des classes possibles, :

2) celle d’histoire: les connaissances des éleves sont fagonnéces

par les situations qu’ils ont rencontrées et maitrisées progressi-
veément, nolammeni par les premidres situations susceptibles de
donner du sens aux concepls et aux procédures qu'on veut leur
énseigner. 7

La combinaison dc ces deux idées ne rend pas nécessaire-

simples et la combinatoire des possibles, alors que la seconde

Foriente vers_ la_recherche des_situations_ fonctionnelles,

presque_toujours composées de plusieurs relations, et dont

P’importance relative est largement liée 3 'la fréquence avec la-

quelle on les rencontre.
Prenons des exemples: acheter des géteaux, des fruits ou des
bonbons, mettre la table, compter les personnes, les couverts,
jouer aux billes, sont pour un enfant de 6 ans, des activités fa-
vorables au développement des conceptualisations mathéma-
tiques concemnant le nombre, la comparaison, I'addition et la
soustraction. Toutefois, dans la plupart de ces activités, la vie:
n’offre qu'un petit nombre de cas parmi les problémes pos-
sibles; par exemple, concernant I'activité d’achat:
— Ai-je assez d’argent pour acheter ¢a? pour acheter a la fois
ceci et cela? '
— Combien me restera-t-il si j’achete ¢a?
— Combien me manque-t-il? : L
— Vaut-il mieux acheter ceci ou cela? Quelle est la différence
de prix? A
En outre, dans les situations habituelles de vie, les données
rg¢es dans un ensemble d'informations
peu ou pas pertinentes, sans que soient toujours clairement ex-

N ittt e O

La théorie des champs conceptuels 151

primées les questions qu’on peut s¢ poser. De telle sorte que le
“traitement de ces situations suppose 2 la fois I'identification
des questions et celle des opérations 2 faire pour y répondre.
Cela invite 2 I’analyse, mais il n'est pas aisé de partir des situa-
tions de la vie pour établir une classification systématique.

En principe pourtant, toute situation peut étre ramenée & une
combinaison de relations de base avec des données connues ct
des inconnues, lesquelles correspondent & autant de questions
possibles. La classification de ces relations de base et des
classes de problémes qu’on peut générer 2 partir d’elles est un
travail scientifique indispensable. Aucune science nc s'cst
constituée sans un travail de classification systématique. Cette
classification permet cn outre d’ouvrir le champ-des possibles,
et de dépasser le cadre trop limité des situations habituelles de
vie.

Prenons 'exemple des structures additives, on peut identi-
fier six relations de base, A partir desquelles il est possible
d’engendrer tous les probleémes d’addition et de soustraction de
I’arithmétique ordinaire (Vergnaud, 1981).
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RELATIONS ADDITIVES DE BASE
I. La composition de deux mesures en une troisidme
1L, La transformation (quantifiée) d’une mesure initiale en unc
mesure finale
III. La relation (quantifiée) de comparaison entre deux mesures
IV. La composition de deux transformations
V. La transformation d'une relation
VI. La composition de deux relations

O
O

VI

(] mesure
(O transformation ou relation (positive ou négative)

Cette classification n’est pas sortie toute armée du cerveau
d’'un mathématicien. Elle résulte de considérations psycholo-
giques autant que mathématiques:

— difficulté trés inégale de problémes de structures différentes
se résolvant pourtant par la méme opération numérique;

— décalage ontogénétique de la réussite aux différentes classes
de problemes qu'on peut engendrer 2 partir d’'une méme rela-
tion; décalage ontogénétique des procédures utilisées, ainsi que
des symbolisations mathématiques accessibles a I'enfant;
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— importance des concepts de transformation temporelle et de
relation dans le processus d'appropriation des situations d’ad-
dition et de soustraction. La prise en considération de ces

. concepts a de grandes conséquences théoriques: elle conduit

d’une part 3 introduire, a c6té du modele de la loi binaire inter-
ne, celui de 1'opération unaire externe, d’autre part a recourir
aux nombres relatifs pour caractériser certaines opérations de
pensée des jeunes enfants.

Ce n’est pas le lieu de rappeler ici les différentes classes de
problémes que permettent d’engendrer ces relations de base,
d’autant que chacune des classes de probleémes ainsi définies
peut elle-méme étre-subdivisée en sous-classes, en fonction des
valeurs numériques utilisées et du domaine d’expérience au-
quel il est fait référence: 2 8 ans on ne saisit pas de la méme
mani¢re la transformation d'une quantité de billés, d'une som-
me d’argent, d’une masse, d'un volume ou d’une position.

Il n’est pas superflu, par contre, de remarquer que 1'analyse
des structures multiplicatives est profondément différente de
celle des structures additives. Les relations de base les plus
simples ne sont pas ternaires mais quaternaires, parce que les
problémes les plus simples de multiplication et de division im-
pliquent la proportion simple de deux variables 1'une par rap-
port a 'autre.

O | O
0o | o

Cette relation permet en effet de générer quatre classes de
problemes élémentaires:

1 ’ a
b CJ

1a multiplication




1 ] O r
b c [:] ¢

1a division-partition la division quotition

b

c ’ D

la quatridme proportionnelle

Ces problemes présentent des difficultés trés inégales selon
les valeurs numériques (difficulté de la multiplication et de la
division par un décimal, surtout par un décimal plus petit que
1), et selon le domaine d’expérience auquel il est fait référence
(on ne fait pas fonctionner le modele de la proportionnalité sur
I'homothétie et sur la masse volumique, comme on le fait fonc-
tionner sur le prix d’objets familiers ou sur le partage ¢galitairc
de bonbons entre des enfants).

En deuxieme lieu, la combinaison de deux proportions ne
pose pas les mémes problémes cognitifs si la combinaison sc¢
fait par enchainement des fonctions qui lient les variables deux
a deux: x proportionnelle 3 y, y proportionnelle a z

[
O | U

ou si clic se fait par produit: z proportionnelle  x, et y; x cty
indépendantes entre elles. Il s’agit alors d’une structure de pro-

portion double.

La théorie des champs concepiuels
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_On ne soulignera jamais assez I'extréme importance épisté-
mologique de la proportion double (et multiple) pour la géomé-

-1ffe, 1a_physique, les probabilités et les statistiques: beaucoup
de_questions_seraient..mieux--enseignées si leur _statut_était

mieux_ reconnu, Or les éleves n’en comprennent que faiblement
les tenants et aboutissants: d’un cOté parce qu’elles sont
conceptuellement plus difficiles, de 1’autre parce qu’elles met-
tent en jeu de nombreux éléments a la fois: six grandeurs et
trois rapports pour la proportion double, sans compter les fonc-
tions et les rapports intermédiaires envisageables.

Rs = Ry X Ra

CO{nme ces grandeurs et ces rapports peuvent étre des nombres
entiers simples, des entiers quelconques, des fractions, des dé-
cimaux plus grands ou plus petits que un, il existe une diversité
extraordinaire de cas de figures, dont la difficulté pour les
cfléves est tres variable, Celte diversité de cas peut cependant
etre assez aisément hiérarchisée en considérant les trois grands
facteurs de la complexité cognitive: la structure des problémes,
les valeurs numériques, et les domaines d’expérience.

a
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Sont trés variables également les procédures utilisées par les
¢leves: plus de vingt catégories de tentatives, réussics ou
échouées, pour la recherche de la quatrizme proportionnelie par

exemple. . B _
C(/V\Lu.ém r_ﬁ—i?rﬁn ii faut remarquer que les concepts de fraction, de quo-

tient, de nombre rationnel, de produit et de quotient de dimen-
sions, de scalaire, de fonction linéaire ct n-linéaire, de combi-
naison ct d'application linéaire, prenncnt primitivement leur
sens dans les problémes de proportion, €t s développent com-
me outils de pensée 2 travers la maitrise progressive de ccs si-
tuations, bien avant de pouvoir étre introduits et traités comme
des objets mathématiques. | -

[a classification des situations résulte 2 la fois de considéra-
tions mathématiques ct de considérations psychologiques. Cer-
(aines distinctions ne sont intéressantes que parcc qu’clles en-
trainent des différences significatives dans la maniere dont les
¢leves s'y prennent pour traiter les situations ainsi différen-
ciées: le mathématicien lui-méme n'y prend plus garde et, si
I'on s'en tenait aux mathématiques constituées, on négligerait
des distinctions qui sont importantes pour la didactique. Pour-
1ant une classification qui n'aurait pas de sens mathématique
serait irrecevable. L'une des gageures que doit tenir le psycho-

logue qui s’intéresse & 'apprentissage des mathématiques est
Uf@y des classifications, décrire des procédures, formuler
d‘@:p_nhaissan'c’é's'-'éh-aC1c; analyser la structure et la fonction
des énonciations et des représentations symboliques, dans des
termes qui aient un sens mathématique. La spécificité des ap-
prentissages mathématiques est dans les mathématiques clles-
mémes. Cela ne signifie pas que la théorie de I’apprentissage
des mathématiques soit tout entigre contenue dans les mathé-
matiques.

Parmi les champs_conceptuels évoqués plus haut, les struc-
\ures additives et les structures multiplicatives ont une place un

peu privilégiée avjourd’hui, parce que Ia classification des rela-
(jons élémentaires et des classes de problémes ¢lémentaires y
est relativement avancée et reconnue dans la communauté des
chercheurs. On n'en est pas encore 1d pour la logique dcs
classes, la géométric, ou 'algebre ¢lémentaire, I existe cepen-
dant des critdres qui devraient permettre d’avancer rapidement.

Avant de passer 2 la demniere partie de ce texte, il n'cst pas
superflu de clarifier le micux possible la nature des rclations
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qu'entretient cette vision des situations avec la théorie des si-
tuations didactiques telle qu’clle a pris forme dans la commu-
nauté frangaise,  partir des travaux de Guy Brousseau.

Une situation didactique est d’abord une mise en scenc inté-
ressante et riche. Les relations élémentaires distinguées ici et
les classes de probleémes qu’elles permettent d’engendrer nc

- présentent, telles quelles, qu’un intérét didactique modéré, jus-
tement parce qu'elles sont trop élémentaires. Ce sont d’abord
des instruments pour ’analyse des situations et pour I’analysc
d_es difficultés conceptuelles rencontrées par les €leves. Toute
§L§9§Lior1rcqmplqu:_:qgg_ une combinaison de relations_¢élémen-
taires, cton.ne. peut pas contourner 1'analyse des tiches cogni-
tives que ces relations permettent “de générer; mais 1'organisa-
tion d'une situation didactique en un projet collectif de re-
cherche pour la classe suppose la considération 2 la fois des
fonctions épistémologiques d’un concept, -de la signification
sociale des domaines d’expérience auxquels il est fait référen-
ce, des jeux de role entre les acteurs de la situation didactique,

des ressorts du jeu, du contrat et de la transposition. [La thése
| sous-jacente A la théorie des champs conceptuels, cependant,
| est qu’une bonne mise en scéne didactique s’appuie nécessaire-

' ment sur la connaissance de la difficulté relative des taches co-

. gnitives, des obstacles habituellement rencontrés, du répertoire
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' des procédures disponibles, et des représentations possibles. La|

| psychologic cognitive est essentielle.| = -

A coté de I'idée de diversité, j'ai également souligné 1'idée
d'histoire comme une idée essentielle de mon propos. 1l ne
s'agit pas de I'histoire des mathématiques mais de I'histoire de
I'apprentissage des mathématiques. Cette histoire est indivi-
duelle. Pourtant on peut repérer des régularités impressior{:
nantes d’un enfant A 1'autre, dans la maniere dont ils abordent
et traitent une méme situation, dans les conceptions primitives
qu’ils se forment des objets, de leurs propriétés et de leurs rela-
tions, et dans les étapes par lesquelles ils passent. Ces €tapes ne

- sont pas totalement ordonnées; elles n’obéissent pas a un calen-

drier étroit; les régularités portent sur des distributions de pro-
cédures et ne sont pas univoquement déterminées. Mais I'en-
semble forme cependant un tout cohérent pour un champ
conceptucl donné; on_peut notamment repérer les principalcs
filiations et les principales ruptures, ce qui constitue la justifi-
cafion principale d¢ Ia théoric des champs conceptuels.
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SIGNIHLS ET SIGNIFIANTS oL

@ e dab /((m(/l LY L Cymren //\
Ce son{ les situations qui donnent du sens aux concepts math¢-
~ ‘matiques, mais le sens n’est_pas dans les situations clles-
mémes. Il n’est pas non plus dans les mots et les symbolcs ma-
thématiques. Pourtant on dit qu’une représentation symbolique,
qu’un mot ou qu'un énoncé mathématique ont du sens, ou plu-
sieurs sens, ou pas de sens pour tels ou tels individus; on dit
aussi qu’une situation a du sens ou n’en a pas. Alors qu’est-ce
que le sens?

Le sens est une relation du sujet aux situations et aux signi-
fiants. Plus précisément, ce sont les schemes évoqués chez le
sujet individuel par une situation ou par un signifiant qui
constituent le sens de cette situation ou de ce signifiant pour cet
individu. Les sche¢mes, c¢’est-2-dire les conduites et leur organi-
sation. Le sens de 'addition pour un sujet individuel c'est I'en-
semble des schémes qu’il peut mettre en acuvre pour traiter des
situations auxquelles il lui arrive d’étre confronté, et qui impli-
quent I'idée d’addition, c’est aussi 1'ensemble des schémcs
qu’il peut mettre en ccuvre pour opérer sur les symboles, numé-
riques, algébriques, graphiques et langagiers qui représentent
I’addition.

Une situation donnée ou un symbolisme particulicr n’évo-
quent pas chez un individu tous les schémes disponibles. Le
sens d'une situation particuliere d’addition n’est donc pas le
sens de addition; le sens d'un symbole particulier non plus.
Quand on dit que tel mot a tel sens, on renvoie en fait A un
sous-ensemble de schemes, opérant ainsi une restriction dans
I'ensemble des schemes possibles.

La question sc posc pourtant de la fonction des signifiants
dans la pensée, et de la nature des sche¢mes qui organisent le
traitement des signifiants, en compréhension et en production.
Quelles fonctions cognitives faut-il attribuer au langage, ct aux
représentations symboliques, dans I'activité mathématique?

On considere 2 juste titre que les mathématiques forment un
corps de connaissances qui répond & des problemes pratiques ct
théoriques que s’est posé I’humanité au cours de son histoire;
mais on nc répond ainsi que partiellcmem a la question
«qu’est-ce que les mathématiques?» pu1sque les signifiants ct
["organisation du discours y jouent un rdle essentiel. C'est donc

un travail théorique ct empirique indispensable que de clarifier

Ny
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la fonction du langage et des autres signifiants. Dans la théorie
des champs conceptuels, cette fonction est triple:

— aide a la désignation et donc A I'identification des inva-
riants: objets, propriétés, relations, théor2mes;

~— aide au raisonncment et A I'inférence;

— aide & I'anticipation des effets et des buts, 2 la planification,
et au contrdle de 1’action.

Un scheme est, comme nous 1'avons vu, une totalité organi-
sée, qui permet de générer une classe de conduites différentes
en fonction des caractéristiques particulidres de chacune des si-
tuations de la classe 2 laquelle il s’adresse. Cela n’est possible
que parce que le schéme comporte:

— des invariants opératoires (concepts-en-acte et théorémes-
en-acte) qui pilotent la reconnaissance par le sujet des éléments
pertinents de la situation, et la prise d’information sur la situa-
tion A traiter;

— des anticipations du but 2 atteindre, des effets & attendre ct
des étapes intermédiaires éventuelles;

— des regles d’action de type si... alors...
nérer la suite des actions du sujet;

— des inférences (ou raisonnements) qui permettent de «calcu-

qui permettent de gé-

ler» les regles ct les anticipations A partir des informations et |

du systéme d’invariants opératoires dont dispose le sujet.

I est classique de dire que le langage a une double fonction
de communication et de représentation. Mais on peut ainsi
sous-estimer sa fonction d'aide a la pensée, qui n'est que par-
tiellement couverte par les fonctions de représentation et de
communication. Certes la désignation et I'identification des in-
variants releéve bien de la fonction de représentation; mais il
n’est pas sdr que I'accompagnement par le langage d’une acti-
vité manuelle ou d’un raisonnement releéve seulement de la
fonction de représentation.

En effet, ce n’est pas dans n'importe quelles circonstances
qu’un individu accompagne son action d’une activité langagie-
re, mais plutdt quand il a besoin de planifier et de contrbler une
suite d'actiom insuffisamment maitrisée. Unc activilé automa-

cule un émt mmal connzussant l'état final et la transformation,
ne parlent gutre. Ceux pour lesquels c’est encore un probleme
sont beaucoup plus prolixes (Morange, thése en cours). On
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peut évoquer encore I'exemple de I'apprentissage des ma-
nceuvres de mise en route d’une voiture: un débutant verbalise
volontiers ce qu'il fait ou ce qu’il va faire; quelques semaines
Plus tard il n’en a plus besoin. L'activité langagidre favorise
évidemment I'accomplissement de la tiche et la résolution du
probleme rencontré; sans quoi elle n’interviendrait pas. Tout se
passe comme si I'activité langagiére favorisait la découverte
des relations pertinentes, I'organisation temporelle de 1’action
et son contréle. On est ainsi renvoyé 2 la fonction de représen-
tation du langage, mais cette fonction est triple:

— représentation des éléments pertinents de la situation,

— représentation de 1'action,

— représentation des relations entre I'action et Ia situation.

Le langage représente différents ordres de choses, et I'acti-
vité langagiere a plusieurs fonctions.

Centrons notre attention sur les informations pertinentes et
les opérations de pensée, puisqu’elles forment le cancvas de
I'activité intellectuelle:

— les informations pertinentes sont exprimées en termes d’ob-
jets (arguments), de propriétés et de relations (fonctions propo-
sitionnelles), de théorémes (propositions).

— les opérations de pensée en termes de sélection des informa-
tions, d'inférence, d’acceptation ou de refus des conséquences,
et aussi en termes d'annonce des opérations 2 faire, des résul-
tats ou des buts & atteindre, de décomposition en étapes des
processus de traitement: «je fais ceci, et puis cela, alors j’aurai
¢a, etc.»

L'activité langagitre exprime aussi d'autres aspects impor-
tants, comme I'implication du sujet dans la tiche ou dans le ju-
gement émis, ses sentiments, son estimation de la plausibilité
d'une hypothese ou d'une conclusion, ou encore la relation de
ces éléments entre eux. Je n’aborderai ici que le probleéme de
I’expression et de la symbolisation des concepts, des théo-
remes, et des objets, en analysant avec un certain délail
I'exemple de la recherche d'un état initial lorsque la transfor-
mation est négative.

«Meélanie vient d'acheter un giteau chez le patissier. Elle I'a
pay¢ 8 francs, Elle compte ce qui lui reste dans son porte-mon-
naie et trouve 7 francs, Elle se demande si elle n'a pas perdu de
I'argent et elle cherche combien clle avait avant d’acheter ce

gateau?»
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Considérons d’abord quelques écritures et diagrammes pos-

.sibles:

&) 7 + 8 []
\b)

I —3->0
0 8 +. 7= []

d)‘ o

Toutes ces formes sont acceptables, méme si elles sont in-

‘également observées. En méme temps elles sont peu utiles

puisqu’clles représentent la solution du probléme ct non le pro-
bleme: le choix de I'opération d’addition est nécessairement of-
fectué avant que I’équation ou le diagramme soit ¢crit, méme si

le résultat de I'opération numérique n’est pas encore calculé,

L'intérét de ces €critures ne peut résider que dans les contribu-

tions qu’elles apportent éventuellement 2 P’objectivation de la

relation entre la solution et les données numériques, non pas de

la relation entre la résolution et le probléme.

Si I'on essaye de représenter le probléme, on n'a plus guére
le choix qu’entre deux symbolisations:

e) ;D—a=7
-9

Il n’existe pas en effet de possibilité de représenter le pro-
bleéme avec les diagrammes utilisés en d): ils ne permettent de
symboliser que des grandeurs positives, pas des transforma-
tions négatives. _ :

Si enfin on a I’ambition de représenter le passage de la re-
présentation du problme 2 la représentation de la solution,
alors la symbolisation e) conduit soit & faire de I'algebre

ot
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[j-a=7
[1 -e+8=7+8
D=7+8

soit 2 deviner la valeur du carré blanc dans ] -8 =7. Ce jeu
de devinette n’est guére souhaitable, en tous cas il n’est pas gé-
néralisable a de plus grands nombres: [ ] - 155 = 87

Comme on ne peut guere envisager d’enseigner A des cn-
fants de 7 ans le chemin algébrique qui permet de passer du
probléme [_] -8 =7 A la solution (] =7+ 8, il faut soit aban-
donner toute idée de représentation symbolique de ce chemine-
ment, soit se rallier a la seule représentation accessible A cet

age '
|
[ —[7]

| R S

en mettant alors en évidence la réciprocité de ’addition ct de la
soustraction comme opérations unaires.

Abandonner I'ambition de représenter symboliquement les
transformations et les relations négatives, conduirait inévitable-
ment, si ’enseignant et les manuels continuaient 3 utiliser des
représentations symboliques pour les autres objets mathéma-
tiques, & exclure de I'enseignement les situations qui mettent en
jeu des transformations et relations négatives, notamment lors-
qu'il y a plusieurs transformations successives: plusieurs achats,
plusieurs parties de billes, plusieurs entrées et sorties d’un stock,
ctc. Or les représentations symboliques ont justement I'avantage
d’apporter une aide 2 la résolution de probléme lorsque les don-
nées sont asscz.-nombreuses et lorsque la réponse A la question
posée demande plusicurs étapes. Exclure les transformations ct
des relations négatives conduirait 3 un appauvrissement déplo-
rable de I'enseignement des mathématigues.

En outre les représentations symboliques n’ont pas qu'unc
fonction d’aide 2 la résolution de problmes complexcs; elles
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-sont aussi des moyens d'identifier plus clairement des objets

mathématiques décisifs pour la conceptualisation. Dans le cas
des structures additives:
— les relations partie-partie-tout;

O
[

[

~ — les relations état-initial-transformation-état final ct la réci-

procité des opérations d’addition et de soustraction; -

O >,

Oeeooo o . ..=O

TR
t

N -

— les relations reféré-relation de comparaison-référent et la ré-
ciprocité des relations quantifiées «n de plus que» et «n de

moins que»;

o)

|
'O

— la distinction entre les mesures (jamais négatives) représen-
tées par des carrés, et les transformations ou relations (positives
ou négatives) représentées par des ronds, et  I'intéricur des-

- quels le nombre cst toujours précédé d'un signe positif ou né-

gatif,

. Si I'enseignant et I'éleve ne disposent pas de ces symboles,
ils sont conduils A recolrir 1 des formes variées du langage na-
turel: des verbes pour les transformations (gagner, perdre,
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consommer), des formes comparatives pour les relations (avoir
n... de plus que), des formes attributives pour les états et les
mesures (avoir n bonbons, mesurer X metres), conjuguées 2
I'imparfait, au présent, au futur; ils peuvent aussi utiliser des
adverbes (maintenant, aprés, avant) etc.

Tout cet appareillage langagier est excellent pour véhiculer
I'information, aussi bien dans 1’expression de la solution ou
dans les verbalisations qui accompagnent le raisonnement, que
dans I'énoncé du probleme lui-méme. Mais de telles formes
linguistiques s’analysent comme des outils de pensée, non pas
comme des objets de pensée. Si la conceptualisation mathéma-
tique ne se borne pas 3 la compréhensmn des relations et des
propriétés comme outils, mais recouvre aussi la transformation
de ces outils en objets de pensée (Douady, 1986), alors on nc
peut rester indifférent aux moyens dont disposent I’enseignant
et I'éleve pour cette transformation. Dans I'apprentissage de_la
rationalité scientifique, le métdcogmuf fait partie du cognitif.

On peut parler d’un état initial dé plusieurs manidres:

— cn utilisant P'imparfait et une proposition subordonnde:
«Combien M¢lanie avait-elle avant d’acheter ce giteau?»

— en désignant cet €tat par un pronom, un complément ct un
adverbe: «ce qu’elle avait avant»;

— en parlant expressément d’«état initial», ou encore de «point
de départ» etc.

I} existe donc dans le langage naturel des moyens de trans-
former les concepts-outils en concepts-objets, notamment la
nominalisation, Toutefois le symbolisme des diagrammes avec
carrés, ronds, fleches et accolades est particulidrement cfficace
pour cetle transformation des catégorics de pensée cn objets de
pensée. Pour I'expression des transformations, il n’cst pas
conceptuellement équivalent d’utiliser le verbe «a payé» au
passé, de parler de «la dépense» (nominalisation), ou de dési-
gner toute transformation par un signe unique .
L’invariance du signifiant contribue A la meilleure identifica-
tion du signifié et & sa transformation en objet de pensée.

I est également possible de représenter le méme théoréme
de plusieurs manitres, par exemple:

a) I'état initial, c’est I’état final auquel on rajoutc cc qu'on a
dépensé ou pcrdu et dont on soustrait ce qu'on a regu ou ga-
gné;

DY F=T{) =>1=T-1(F)
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On.voit aisément que ces formes ne sont pas équivalentes
pour les éleves: la seconde forme est hors de la portée des
éleves du cours élémentaire: la premiere n’a pas le laconisme et
- I"économie de la troisi¢me. La pertinence du symbolisme et du
langage est relative aux connaissances et au développcmcnt co-
gnitif de I’é12ve.

Empruntons un dernier exemple aux structures multiplica-
tives avec la formule du volume du prisme droit, le volume est

" le produit de I’aire de base par la hauteur: V = A H. Et intéres-

sons-nous A I'une des lectures possibles de cette formule: «le
volume est proportionnel a I'aire de base quand la hautcur est

“constante, et a la hauteur quand 1’aire de base est constante».

On sait que cette lecture bilinéaire est rarement faite dans
les manuels, bien qu’elle soit conceptuellement essentielle:
V(A.1, H.1) = AH V(l, 1); le volume du pnsme qui a une aire
de base A fois plus grande que I'unité d'aire, et unc hauteur H

fois plus grande que 'unité de longueur, a un volume AH fois

plus grand que l'unité de volume construite canoniquement
comme le produit de I'unité d’aire par I'unité de longueur.
Comme ce volume A(l, 1) est égal & 1, on en déduit que

V(A,H)=A.H.

Ce raisonnement tient tout entier dans la dépcndance linéai-
re du volume 2 I'égard de chacune des vanablcs aire de base ct
hauteur, indépcndantes entre elles.

Dans le tableau de double- proporuonnahté ci-dessous, on
peut lire aisément que le volume est proportionnel 2 1'aire de
base quand la hauteur est tenue constante

o
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