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The aim of Úle «conceptual field Úleory» is to provide a framework for re-
search on complex cognitive activities, mainly on learning mathematics,
sciences and technology. lt is a psychological Úleoryof concepts, or !>citei-of
the process of conceptualizing reality: it enables us to identify and study the
conlinuities and discontinuities between different steps of knowledge acquisi- J.
tion from Úlepoint of view of Úleircontents; it enables us also to analyse the '~'Ij ,/ I !-í')
relationslúp between concepts as explicit know1edge, and operational inva-",',:':!;j("'-u~',r,~ .
riants as implicit components of behavior; it also enables us to analyse more
deeply the relationship between signllíed and signifier. Examples are provi- !c', " (;h! IN."
ded [r10m.sevferlalconceptuál fields: additive structures, multipliçative struc- fi. jJ,I.~'{)

tures, OglCo c asses, algebra. ; /
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RÉSUMÉ

EI objetivo de la teoría de los campos conceptuales es de proporcionar un en-
cuadre teoríco a las investigaciones sobre las actividades cognitivas cOlllplc-
jas especialmente referidas a los aprendizajes cientfficos y técnicos. Se trata
de unatcona psicológica dei concepto, o mejor dicho, de la conceptualiza-
ción deI real, que permite localizar y estudiar las filiaciones y las rupturas
entre conocimienlOs dei punto de vista de su contenido conceptual. Esta
teona permite igualmente analizar la relación entre conceptos en tanto que
conocimientosexplfcitos y las invariantes operatorias implfcilas en las
conductas deI sujeto en situación; ella explicita también las relaciones entre
significados y significantes. Los ejemplos que la ilustran han sido tomados en
diversos campos conceptuales: las estructuras aditivas, las estructuras multi.
plicativas, la lógica de c1ases, el álgebra.
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LA THÉORIE DES CHAMPS CONCEPTUELS

L'objet de la théorie des champs conceptuels est de fournir un cadre aux re.
cherches Sllf les activités cognitives complexes, principalement sur les ap-
prentissages scientifiques et techniques. e'est une théorie psychologique du
concept, ou mieux encore, de la conceptualisation du réel: elle permet de re-
pérer et d'étudier les filiations et Jes ruptures entre connaissances du point de
vue de leur contenu conceptuel; elle permet également d'analyser la relation
entre les conccpts comme connaissances explicites, et les invariants opéra-
toires qui sont implicites .duns les conduiles des sujets en situation, ainsi que
d'apprcfondir l'analyse des relations entre signifiés etsignifiants. Lcs
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cxcmplcs sont pns dansplusicurs champs conccptucls: les structurcs addi.
livcs, Ics SlrUClurcs rnultiplicatives. la logiquc des classcs.l'alg~brc.

CONCEPTS ET SCHEMES
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La théorie des champs conceptue/s

J..a ~héorie des chamES conceEtuels est une théorie cognitivisle,
qui vise à Toumir -Uíl-cãdfe cohérent et quelques príncipes dê
base pour l'étude du développement et de l'apprentissage des
compétences complexes, nolamment de celles qui relevent des
sciences etdes technjques. Du fait qu'elle offre un cadre pour
l'apprentissage, elle intéresse la didactique; mais elle n'est pas
à elle seule une théorie didactique~_S"ª-m1Pcipal..Çfinalité e~L(te
f9.ll!:!l~un cadre quiJ~rmet!e d~ comErendre les filiations et les
I1lptures entre connaissances, chez les enfants et lesadoles-
cents~ en entendãnt par«connais~ªnces» aussi bicn lessayoir-
faire q1,!eJ~~sayoirs expIjm~s. Les lciées de filiation et de i;lp-
ture concement également les apprentissages de l'adulte, mais
ces demiers s'effectuent sous des contraintes qui sont davanta-
ge de l'ordre des habitudes et des biais de pensée acquis que de
l'ordre du développement de l'appareil psychique. Chez I'en-
fant et l'adolescent les effets de l'apprentissage et du dévelop-
pement cognitif interviennent toujours conjointement.
Lathéorie des ~!E!!!!p_Lconçep.tuels1)'est~pj~lfique d,?s

mathématiques; mais elle a d'abord été élaborée en vue ele
rendre compte du processus de conceptualisation progressi ve
des slructures additives, des slructures multiplicatives, des rela-
tions nombre-espace, de l'algebre.

Un concept ne peut être réduit à sa définition, du moins si 1'00
s'intéresse à son apprentissage et à son enseignemenl. C'est à
t£~~rs _des situat!£~~ __et deDroble~es. à _r~s-ºudr~ ..9ll'un
c,onc~E.tacquiert dn sens .Eourl'enfan..t .. Ce processus d'élabora-
tlOn pragmatique est essentiel pour la psychologie et la didac-
tique, comme iI est d'ailleurs essentiel pour l'histoire des
sciences. Parler d'élaboration pragmatique ne préjuge nulle-
ment de la nature des problemes auxquels un concept nouveau
apporte une réponse: ces problemes peuvent être théoriques au-
tant que pratiques. Celane préjuge pas non plus de l'analyse du
rôle du langage et du symbolisme dans la conceptualisation; ce
rôle est tres important. Simplement, siJ'on veut prendre correc-
tement la mesure de la fonction adaptative de la connaissance,
on doit accorder une place centrale aux formes qu'elle prend
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(oricntations dans I' espace, distance minimum, successionet
durée, force, accélération et vitesse ...) ainsi que des connais-
sances-en-acte qui pourraient prclldre la forme de théorcmes de
géométrie et de mécaniquc, s'i1s étaicnt explicités. Cette expli-
citation est d'ailleurs l'un des enjeux de l'entrainement et de
I'.analyse du mouvement: elle est favorisée par les techniques
vldéo et par la compétence professionnelle des entraineurs; cile
demeure ccpendant tres fragmentaire.
Les compétences mathématiques sont elles-mêmes sous-

tendues par des schcmes organisateurs de la conduite. Prenons
quelques cxernples élémenlaires:
-'- le scheme du dénombrcment d'une petite collection par un
enfant de 5 ans a beau varier dans ses formes Iorsqu 'il s 'agit de
compter des bonbons, des assiettes sur une table, ou les per-
sonnqs assises de maniere éparse dans un jardin, il n'en com-
porteyas moins une organisation invariante, essentielle pour Ie
fonct!onnement du scheme: coordination des mouvements des
~eux et des. gest~s du doigt et de la main par rapport à la posi-
tlOn des obJets, enoncé coordonné de la suite numérique, cardi-
nalisation de I'ensemble dénombré par soulignement tonique
ou par répétition du demier mot-nombre prononcé: un, eleux,
trais, quatre, cinq, six, sept... sept!
- Ie schême de résolution des équations de la forme ax + b = c
atleint rapidement un degré élevé de disponibilité et de fiabilité
chez les éleves de cinquieme et de quatrieme, débutant en 411-
gebre, lorsque a, b et c ont des valeurs numériqucs positives et
que b < c (ce n 'est pas tout à fait le cas lorsque certains des pa-
rametres a, b, c et c - b sont négatifs). La suite des écritures ef-
fectuées par Ies éleves montre clairement une organisation in-
variante, qui repose à la fois sur des habitudes apprises et sur
des théorcrnes comme les suivants:
«on conserve l'égalité en soustrayant b des deux côtés»
«on conserve I'égalité cn divisant par a des deux eôtés».
Le fonctionnement cognitif de I'éleve comporte des opéra--''"'')

tions qui s'automatisent progressivement (changer de signe I
quand on chan¥~ de memb~e, isoler.x d'un côté du signe d'éga- \
Ilté) et des décIslons conscientes qUI permettent de tenir comp- I
te des valeurs partieulicres des Variable.s de situation. La fiabili

U
..

té du schCrne pour le sujet repose en demier ressort sur la
connaissance qu'il a, expli.cite ou implicite, des relations entre
I'algorithme et Ics caractéristiques du probleme à résoudre. .
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dans I' action du sujct. La connaissance rationncllc est opératoi-
re ou n' est pas.
On peut distingucr:

1) des classes de situations pour Iesquelles Ie sujet dispose
dans son répertoire, à un moment donné de son développement
et sous cet:tnines circonstances, des compétences nécessaires au
traitement relativement immédiat de la situation;
2) des classes de situations pour lcsquelles le sujet nedispose
pas de toutes les compétences nécessaires, ce qui l'oblige à un
tcmps de réflexion et d'exploration, à des hésitations, à des ten-
tatives avortées, et le conduit éventuellement à la réussite,
éventuelJement à l'échee.
Le eoneept de «seheme» est intéressant pour I'une et I' autre

classes de situations, mais il ne fonetionne pas de la même ma-
niere dans lcs deux caso Dans le premier cas on va observcr
pour une même classe de situations, des conduites largement
automatisées, organisées par un scheme unique; dans Ie sceond
cas, on va observer l'amorçage suceessif de plusieurs schemes,
qui peuvent entrer en compétition et qui, pour aboutir à la solu-
tion recherchée, doivent êtrc accommodés, décombinés et rc-
combinés; ce processus s'accompagne nécessairement de dé-
couvertes.
Ap~.!.9E~.«scl!~me» l' organisatioll invariante de la condl/i-

/!p"pur une.slasse qe sitllatiõ/is donfllê:C'eStdans-iesséllcmcs
qu 'iI faut rechercher les connãissances-en-acte du sujet, c 'cst-
à-dire Ies éléments cognitifs qui permettent à l' action du sujet
d'être opératoire. _.
Prenons un premier exemple dans le domaine de la motrici-

té: Ie schemc qui organise Ie mouvement du corps de l'athletc
au moment du saut cn hauteur représente un ensemble impres-
sionnant de connaissances spatiales et mécaniques. La conduitc
elu sauteur a bcau subir certaines variations,l'analyse de ses cs-
sais successifs met en évidence de nombreux éléments com-
Inllns. Ces élémcnts communs concernent bien entendu, Ic dé-
cours temporel de la mobilisation des muscles qui contribuent à
assurer l'efficacité eles différentes phases du mouvement; mais
celle organisation motrice repose sur une certaine perception
eles rapports eles objets dans l'espace et notamment e1urapport
eles différentes partics du corps avec eet espace au cours dll
mouvcmcnt. Celte organisation perceptivo-motrice suppose
done des eatégories eI'ordre spatial, temporel, et mécaniquc
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Ex I, 't :lo 1 d'ff' il .~ -",lA r(Yv'lA,t.'V~piei cr ecs rçg cs cst 1 ~e e et quasimcnt impossiblc ..' 1,~.

. pO,ur les enfants! alors mêmc qu t 11ssont eapables d'exéeuter la ~ (.'lJA.!l-v..-
sulte des opératlOns. 11ya toujours bcaueoup d'implicite dans te '1tLo .0:>-

les sehemes. '.. -' o. .,~c",./)
,11faut obser~er ~n out:e q~e, sans la numération de positiol1 ~ .

.et la c?nceptuahsatlon qUl lUl est associée (e1écomposition po-
lyno~Iale des nombres), le scheme-algorithme ne peut pas
fonctlonner: on le voit bien chez les éleves en échec, qui ne su-
vent pas composer entre elles des infonnations données en
ter~es de dizaines, de centaines, de milliers. Vn scheme rcpose
~lll~ur~~1E'..Jlne c_onc~l2tualisation implicite. ConsidÚons'lcs
. e~rcurs ?es éleves dans les opefãlioiisde soustraction: 011
. s aperçOlt q~e les pIus fréquentes d'entre elles (omettre la retc-
nue, soustrmre I.e nombre le plus petit du plus gr~nd dans
chaque. eolonnc Jl1e1épendamment ele sa position cn bas ou CI1
~aut) ue.nnent à une conceptualisation insuffisante de la nota-
tlOn déc!male., Il peut ccrtes y avoir des ratés dans I'exéculion
automatlsée d un scl1eme, mais ce ne sont pas ces ratés qui ren-
dent compte des principales erreurs.
O~s le cas du dénombrement, on peut identifier aisémcnt

deux ldées mathématiqucs indispcnsables au fonctionncment
du scl~~m,e: celles de biject~on et de cardinal, sans lesquelles cn
e~f~t, 11n y a pas de condUlte de dénombrement possible. C'est
d .mlleurs sur ces deux points qu'on observe des erreurs: cer-
tall1s enfants nc parvi~nnent pas à «cardinaliser», e'est-à-dire à
se représenter le dermer mot-nombre prononcé eomme repré-
sentant la mesure de tout l'ensemble, d'autres enfants (éven-
tuellem~nt les Amêmes) omettent des éléments, ou recomptent
d~ux fOIS le ~eme élément:.De manier~ analqgue. il n'y aRas
~_~.!gebre vrmment opératorre sans la reconnaissance des théo-
.~0_es .£_~.~~JliLfºns~rvati9.!l ~e I'égal1té. Ce ne sont' pas'
les seuls éléments cognitifs utiles mais ils sont décisifs. .'

) On désigne par les expressions «concept-en-aete» et «lhéo- '-1' ,~"rV(JJV\.O,r,'
reme-en-aete:> les connaissances eontenues dans les schemes: {Q/-:J 1J1\J;.. ..
on peut aUSSI le~ désigner par l'expression plus gIobale d'«in- f.Jr~ltr'":;
varlants opératorres». ~
, Tel, que n~us venons de le définir, le concept de schemc
s apphque facllement à la prcmicre catégorie de situutions vues
plus haut, cclles pour lesquelles le sujet dispose des com pé-
te~ces n~cessaires, et moins à la seconde catégorie puisque le
sUJet héslte et tente plusieurs approches. Pourtant I'obscrvatioll
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L'[lUlOm[ltisation~Ú'{jdJ:rnJJ1eIlt J'lln~ des manifestations
ki-RluLVisiblcs -º!ls.~I!-ª~t~r~)nyarialJLde I'organisation de I'ac-
~LQll,Mais une suite de décisions conscientes peut aussi faíre
l'objet d'une organisation invariante pour une classe de situa-
tions données. O'ail1eurs l'automatisation n'empêche pas que
le sujet conserve le contrôle des conditions sous lesquel1es tclle
opération est appropriée ou non, Prenons, par exemple, l'algo-
rithme de l'addition en numération décimale; son exécution est
largement automatisée pour la plupart des enfants à la fin de
I'école élémentaire. Pourtant les enfants sont capables de géné-
rer une suite d' aétions différentes en fonction eles caracléris-
tiques de la siluation: retenue ou pas, zéro intercalaire ou pas,
décimal ou pas. En fait toutes nos çPJlcj!Ü1ÇS comportent une
p-art e1'automatícilé_~t u.!i(Úi~-º-e'décision consciente.
On voit aussi avec ces exemples, que les algorithmcs sont

eles schemes, ou encore que les schemes sont des objets du
même type logique que les algorithmes: il leur manque éven-
luellement l'effcctivité, c'est-à-dire la propriété d'aboutir à
coup sur en un nombre fini de pas, Les schemes sont souvent .
~[fica~es, J-?.?.~t.Ql,!jourscffectifs, Lársqu"un 'enfànt utilise lIn
scheme inefficace ~pourlme certaine situation, l'expérience le
conduit soit à changer de scheme, soit à modifier ce schCrne.

IT:
vec Piaget, on peut dire que ce sont les schemes qui sont au
c~n~re ?U processus d' ad~ptation des struéiures cognítives: as-
slml1atlOn et accommbdatlon.
Reprenons I'exemple de l'algorithme de I'addition des

nombres entiers. On le présente le plus souvent comme un cn-
semble de regles:
_ commencer par la colonne des unités, la plus à droite;
_ continuer par la colonne eles dizaines, puis des centaines,
ele.
_ calculer la somrne des nombres dans chaque colonne. Si la
somme des nombres dans une colonne est inférieure à e1ix, ins-
erire cette somme sur la ligne du total (ligne du bas). Si elle
est égale ou supérieure à dix, écrire seulement le chiffreeles
unités de cette somme et retenir le chiffre eles dizaines, que
I'on reporte en haut de la colonne immédiatement située à
gauche, pour l'ajouter aux autrcs nombres ele celte e1emicre
colonne, \
_ et ainsi de suile cn. progressant de e1roite à gauche, jusqu'à
épuisement des colonnes.
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des éleves en situation de résolution de problcmc, I'analyse de
Icurs hésitations et de leurs erreurs, montrent que les conduites
en situation ouverte sont également structurées par eles
schCmes. Ceux-ci sont cmpruntés au vaste répcrtoire des
schcJTles disponibles, et notamment à ceux qui sont associés
aux classes de situations qui paraissent avoir une parcnté avec
la situation actuellement traitée. Simplement comme la parenté
n 'est que particllc ct éventuellement illusoire, les schcmes sont
seulement esquissés,. et les tentatives souvent interrompues
avant d'avoir été menées à leur terme; plusieurs schemes peu-
~nt ~!!-e_Avog':!.é_s__~ucc~s.sjY~Q1e}}t,et' mêmesimultãilément
dans une situation nouvelle pour le sujet (ou considérée par lui
comme nouvcllc). A titre d'illustration, prenons le cas d 'une si-
tuation dans laquelle un groupe d'enfants de cinquieme avaít à
comparer le volume d'un objet solide plcin et ce\ui d'un réci-
pient (situation nouvelle pour eux). Le premier schcme mobili-
sé fut celui de la comparaison des hauteurs, comme s'H s'était
agi de comparer la quantité de jus d'orange dans deux vases de
mêmc forme: cette action de comparaison desniveaux ne don-
na lieu à aucune conclusion. Le deuxieme scheme observé fut
celui de l'immersion (partielle) de J'objet plein dans le réci-
pient évidemment comme le récipient était lui-même plein,
I'eau déborda; la conclusion de I'éleve fut alors que I'objet
plein était plus gros! C'est seulement ensuite que d'autres ac-
tions, plus opératoírcs, furent engagées jusqu'à cc qu'une pro-
cédure véritablcment «décidable» permette de trancher. Ainsi
plusieurs schemes, apparentés mais non pertinents, avaient été
évoqués avant qu 'une solution émerge.
Cet exemple illustrc I'idée que le fonctionnement cognitif

d'un sujet ou d'un groupe de sujets en situation repose Sllf le
répertoire des schcmes disponibles, antérieurement formés, de
chacun des sujets pris individuellement. En même temps les
enfants découvrent de nouveaux aspects, et éventueJlement de
nouveaux schcmes, en situation. Comme les conduítes en situa-
~Rosent sur le ré.nç!1QÍIy.l!'ü!Jaldes schemês disponibles,
on ne pcut théoriser valablement sur le fonetionnement cogllitif
en faisant I' impasse sur le développement cognitif. La théorie
des champs conceptuels s'adresse à cc probleme critique.
. 11 cxjg~de_nombr~ux exemples de sc~emes dans l'appr_~l)-
tlssage des mathématlgues .. ç~~que schcme est reIatif à une
cJas.~~de situations dont les caractéristiques sont bien définies.
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Toutefois il peut être appliqué par un sujet individuei à une
cl~sse plu~ étroite que eelle à Iaquelle H pourrait en fait êtrc ap-
pllqué cff1cacemcnt. Se pose alors Ull problcme d'extension c1U
scheme à une classe plus large: on peut parler alors de délocali-
sation, de généralisation, de transfert, de décontexlualisation.
On ne peut imaginer qu'un teI processus irHervienne S,UlSque
soient reconnuespar Ie sujet des analogies et parentés (ressern-
blances sur certains criteres, différences sur d'aulres) entre la
classe de situations sur laquelle le scheme était déjà opératoire
pour le sujet, et Ies situations nouvelles à eonquérir. La rccon-
.Q..~~~~I!~_(l'l!'!v.a.!lants. est done la def de la généralisatiõrl' Cfu
~_ch~J.!le_.
. Mais un schemepeut aussi être appliqué parun sujct indi-
vidueI à une classe. trop large: ilest alors mis cn défaut et Ic
sujet doit en restreindre la portée, et décomposer' le scheme en
éléments distincts susceptibles d'être recomposés de maniere
différente pour Ies diverses sous-classes de situations, éven-
tu~llement par adjonction d'éléments eognitifs supplémen-
talIes. On reconnalt là des processus de restriction et d'accom-
modation. Par exempIe s'H faut compter un ensembIe de plu-
sieurs centaines d'éléments, le scheme du dénombtemenl va
devoir être enrichi de procédures de regroupements, de dé-
nombrements partíeIs, d'additions; ou bien dans I'exemple de
I'algebre, si les valeurs de a, b et c sortent des conditions vues
~lus haut (c - b négatif par exemple), la résolution des équa-
tlons de type ax + b = c va appeIer des aménagements impor-
tants du scheme illitial.
Dans la résolution des probIemes d'arith\TIétique dite élé-

mcntaire, Ies enfants rencontrent de nombreuses difficultés
conceptuelles. C'est en terrnes de schemes qu'il faut analyser le
ehoix des bonnes opérations et des bonnes donllées pour ré-
soudre un probIeme dans lequeI il existe plusieurs possibilités
de choix. La prise d'information dans la lecture de I'énollcé, la
prise d'informations physiques (mesures par exemple), la re-
eherche d 'informations dans une documentation (dans un livret
scolairc, dans destableaux stalistiques etc.), la eombinaisoll
adéquate de ces informations par Ies opérations d'addition, de
soustraction, de mtiltiplieation et de division, obéissent en gé-
néral à des schcmes. notamment ehez les éIcves qui maitriscllt
ces situations. Pour)es autres éIcves, il s'agit de résolution de .
probleme, paree quá Ies situations en jeu ne sont pas encore de-
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grand. On peut exprimer cette connaissance par un théorcme-
en-acte
f(nx) = nf(x) pour n entier et sim pIe

- des illvariallts. 4e..JYP5L.«!qnction proP9.Sil{ollfle(/e»: ils ne
s_ont pa~. susc_epti.bl~s c!'ê!r~.v.ra!s ou [aux, mais ils cons~i~ueI11
~~U!lq~~~il1~!.i~P~I1_~(l_b!e~-ªJ'.l._c()l1structjon dcs proposll1ons~ ~\,V'

Par exemple Les concepts de ~ar~inalSl_~ç_ç.Q!L~ç!!~Il. ceux
d'état initial, de transformation et d~ [el,ltlOn quantlflée, __~'?.!1t
indis peniª-6Iesª: Ja'Ic>!!~~pluá1isat1oILde.s_slmcJures_ a~ldjtiyc.s.
Ce ne sont pas des propositions.
~..£on~_~p~._~'?~t raremeI!~ ~~pl~c!tés par les élevcs alors

m~ine qu'i1s sont constriats par_eux dans l'action: ce sont des
coõCepÚi--e~-ªç-te, õu des ~atégories~~:.~çte. ~~ type logiquc ,
eles eoncepts-en-acte est différent du type loglque des theo-
remes-en-acte: cc sonl eles fonclions .propositionnelles. La rela-
tion entre fonctions propositionneIles et propositions eSl une re-
Iation dialectique: iI n'y a pas de proposition salls fOllclions
propositionneIlcs et pas de [onction proposilionnelle SilllS pro-
positions. De la même manicre concepts-en-acte et l1Jéorcmes-
en-acte se construisent en étroite interaetion.
Parmi les fonctions propositionnelles, iI faut considércr

qu'iI existe des fonetions à un argument (les prapriétés), des
fonctions à deu x argumenls (les relations binaires), eles fonc-
tions à trois arguments (Ies relations temaires, parmi lesqucllcs
les lois de composition binaires), des fonctions à qualre argu-
ments, com me dans la proportionnalité, et des fonctions à plus
ele quatre arguments.
On peut ainsi écrire P(x) la fonetion propositionnelIe «...est

bleu», R2 (x, y) la relation «...est à droite de ...», R3 (x, y, z) la
relation «... est entre ... et...» ou la loi de composition «la som me
de ... et. .. est ...». I
Cetle distillction entre propositions et fonctions proposition- !I

nelles est inelispensable. Pourtant elle ne rend pas comptc à elle
seule de tous les aspects importants du processus de concertuu-
lisalion. Les concepts de couleur, de direction et de sens sonl à
l'évidence d'un autre type logique que les concepts de blcu el
de droite. On peut considérer par exemple que l'ensembIe des
couleurs est 1'ensemble-quotient de l'ensemble des objets par Ia
relation d'équivalence «à la même couleur que». Il faut aIors
considérer que le concept de couleur procede de la construction
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venues trivialcs pour eux; mais les procédures heuristiqucs sont
des schCmes: elIes ne sont ni effectives comme les algorilhmes,
ni même efficaces parfois.

- Le schcme, totalité dynamique organisatrice de I'action du
4'\(..1~ sujet pour une classe de situations spécifiée, est donc un

concept fondamental de la psychologie cognitive et de la c1iclac-
lique. II h 'est pas souvent reconnu comme leI. En oulre, iI elc-
Inande à être analysé. Si on recol1naltfaci}~n.l~~tqlJ'!:ln schcme
cst comRosé ele1"egle~~9~,lçtionset d'anticipations puisqu'i1 gé-

~'\M..}~ - ncrc une suite d 'aclion~en-Y.':l~-,!~atteindre un cert~in but, Ol~ ne
&/) ~rcconnalt nas toujoUl..Lql,!'iIesu~g~I~!11.~~t~()mposé, d~ mal1lere
VVV\M. ~- éSsentieIle, d'invariants opératoires (concepts-en-acte et
rr'r'-W.1 c~>nnaissanc~s-c'n-acte) et d'iIl[érences. Les inférences son.t in-

dispensables à la mise en reuvre du scheme dans chaquc sltua-
lion particuliere, hic et nunc: en effet,comme nous I'avons vu,
1111schcme n 'est pas 1111sléréolypc mais une fOl1ction lemporalí-
sée ü argumenls, qui permel de générer des suiles différcl1leS
d 'aclions et de prises d 'information en fonction des valcurs eles
variables de situalion. Un scheme est toujours un uni versei
puisqu'iI est associé à une classe, et qu'en outre cetle classe
n'est pas en général finie.
Quant auxinvariants opératoires, ils méritent une explica-

tion complémentaire car il en existe fondamentalement de trais
lypes logiques: .
- des illvariallls de type «proposiliolls»: i1s sont suscepliblcs
d'êlres vrais ou faux; Ics lhéorcmes-en-acte sont des invarianls
de cc lype.

ler exemple: entre 5 et 7 ans, les enfants découvrent qu'il n'esl
pas nécessaire de recompter le tout pour trouver le cardinal de
A u 13si I'on a déjà compté A et compté B. On peut exprimer
cetle connaissance par un lhéoreme-en-acte: '
Card (A uB) = Card (A) + Card (13)

pourvu que A í'\ B = 0
L'absence de qu<ullificateur laisse enlendre que cc lhéorcmc l1'a
pas une validité universelIe pour les enfants, mais une pOrlée
scuJcment locaJc, pour les petiles collections par exemple.

2emeexemple: entre 8 et !Oans, avec un bonheur variablc seIon
les individus, beaueoup d'éleves eomprennent que si une quan-
lilé d'objets marchands est multipliée par~, 3, 4, 5, 10, 100 ou
un nombre simpIe, aIors le prix est 2, 3, 4, 5, lO, 100 fois plus

" :'t,'
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i?varia~~pir.'.ltoircs._.~ts et théoremes cxpli~~Q!":
ment que la paT!~""yj~!Qlede IJCeljerg de la conc.?.12.tu'!lisaÜ.Q~
~ans lapa.rtí~ c]lchçeJo111}~ePJ!..rJ~,ünyaríantsopér~HQirc.s, .çcuc
partie visible ne serait rien. Réciproquement on ne sait parler
des invariants opératoires intégrés dans les schemes qu'à I'aide
des catégories de la connaissance explicite: propositions, fonc-
tions propositionnelles, objets-arguments.
En réstlmé, I' opérationalité d 'un ~?ncep~_~o~t~tr~ ..~prQ.~vé;;r

à tra vcrs des situations. varí.ées" ~Uç__ch~rcheur_9~>i.Uln'!1yser I
une grande variété de conduites. et de schemes pour com.
prendre en quoi consiste, du point de vue cognilif, teloutel f
concept: par cXemple lcconcept de rapport .nc sc_çomprend
q~~~~~ll.£_ºjversJté de pE.Qbl~!!l<?_spr~t~q!1e~U.h~ºri9~es;
de même les concepts de fonction ou de nombre. Clpcun de
ces conccpts comporte cn efret plusieurs propriétés, dont la
pertipence est variable selon les situations .à traiter. Certaines
peuvent être comprises tres tôt, d'aulfes beaucoup plus tard au

:~" cours de l'apprentissage. Une approche psychologiquc et di-
:"ó)v.1M.~' dactiq~e de la.JQrm.ation des cOllCeQ.ts_Illªthém~tique.s,.con.d.u!t
..• ,R /b .à cQ.1lsld4r,e.L!l.!!~ll~~PLÇ,.OIlJllJ.~º!Le-º-~eI1!Qled' mVU!L3!lls~.ll.t~l1:"'-,
• J ~a!?les dans l'action. La définition pragmatique d'un concept
•dJ..A-r-' fait donc appeI à I' ensemble des situations qui constituent la ré-, .-li

:w f:,.(JT) férence de ses différentes propriétés, et à I'ensemble des
. schemes mis en reuvre par Ies sujets dans ces situations.

Toulefois I' action opératoire n' est pas le tout de la concep-
tualisation du réel, loin de là. On ne débat pas de la vérité ou de
la' fausseté d 'un énoncé totalement implicite, et on n 'identifie
pas les aspects du réel auxquels il faut prêter attention, sans
l'aide de mots, d'énoncés, de symboles et de signes. L'usage de
signifiants explicites est indispensable à la conceptualisation.
C'est cc gui cO..!!~.Lt.!iLLcQ!1siqéJ:erqu'un concept est un tri-

_ple(d~Jrois c1]sembles: ,-----
C = (S, l, :f)
S: l'ensemble des situations qui donnent du sens au cOllcept (la
référence)
I: l'ensemble des invariants sur Iesquels repose l'opérationalilé
des schemes (le signifié)
:f: l'ensemble des formes langagieres et non Iangagieres qui
permettent de représenler symboliquement le concept, ses pro-
priétés, les silualions el les procédures de traitement (le signi-
fiant).
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d 'un descripteur par mise en relation des valeurs particulieres
qu'il pcut prendre. Une analyse encore plus complexe est néces-
saíre pour les concepts de chaleur, de force, de fonction, de va-
riable? Il y a là une voie de recherche théorique trcs importante.

- des invmjants de type «argument»: qui dit fonetion proposi-
tionnelle et proposltion d1l argumenl. Les logiciens classiques
avaient I'habitude de prendre leurs exemples dans les objets
matériels ordinaires et Icurs propriétés. Etaient alors arguments
a, b, e (instanciations des variables x, y, z), des objets matériels
camme le livre, la table, Je personnage Paul; et fonetions pro-
positionneIles des propriétés et des reJations P, R2, R3 COl1lll1e
celles que nous avons vues plus haul. Par exemple, «Paul pose
Ie livre sur la table» peut s'écrire: R3 (Paul, livre, table), propo-
sition qui résulte de I'instaneiation des arguments de la fonc-
tion propositionneIle R3 (x, y, z) «x pose y sur z» dans laquellc
x est une personne, y un petit objet matériel manipulable ct z
un support possible.
En mathématiques, les arguments peuvent être des objets

matériels (le bateau est à droite du phare), des personnages
(Paul est plus grand que Céline), des nombres (4 + 3 = 7), des
relations (<<plusgrand que» est une relation antisymétrique), et
même des propositions (<<8est un diviseur de 24» est la réci-
proque de «24 est un multiple de 8»).

,r", .~ Ces distinctions sont indispensables pour la didactique par-
i. Y_'~ ".i") --- . w_~ .._w ,. ...• , •l,~..v,~!)(,." ~~,qu~~~transformation des concepts-outi~s e? concepts-obJets
X Or(o' ~,l}nJ)rC?£ess,us. dé~isif 9~~.I_~£º,f!cepl!lahsat1Qn.du ré~l. ~elte
1 '~._transformation s.ignifie entre au~res choses que les fO?ctl?nS
<~ f!l<lr propositionnelles peuvent devemr arguments. La nomlOahsa-

tion est une opération linguistique essentielle dans celte tml1s-
formation.
Celle parenthcse sur les propositions et les fonctions propo-

sitionnelles peut paraitre paradoxale dans un paragraphe consa-
cré principalcment aux invariants opératoires contenus dans les
schemes. La premiere raison de cette clarification est que les

u";~" invariants opératoires ne sont pas d'un type Iogique unique et
,ato qu 'il faut donc analyser le, statut de chacun: ~de ralSCJll
;- .,l. est gu 'un ~_pt-en-acte n 'est pas tOU.lliª-i~lln ..c.Qtlc"ept,J1UIn
\ Clt)'\ _ Chéorcme-en- aete.J!!.!J.lléor~.!!J~J~I)ans,la sClencç,,_j:_Q.nce~lS....ü
Lé! . it.). théorrmes so~~::.:~licites e!.J..:Q!:!J?~l!.tQlS~!1!~!~~~Ty_ert!nen-
} ceer"ãe-Jeur véntc.Le n'est pas néeessalrement le cas pour les

~.~.~~"~i'Ih'},' i..r_.•"\~--'~-~I/V';~:L(f~',c 'v {.([l.ll'f\/ ('VJ /;().'( ,u f;j_\'l'f-'
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logique (prédicat du premier ordre, classe de fonctions proposi-
tionnelles d'un certa in type, loi de composition ...) ne soulevent
pas les mêmes problemes de conceptualisation. Par rapQort à
~nc psychologie cognitive centrée sur les structures logique-s,
comme celle de Piagct, la théorie des champs 'conceptuels ap-
paralt plutôt comme une psyehologie des -concepts, - même
lo~e leterm~_ «stru~~turªs)~ iIltcrVient ~:dans.Iã' désignation
meme du chal!!P eonceptuel eonsidéré: st.nlcÚiresadditi ves
s}ructu~e~nlUltipfícatives.-E-n afet, si lapI~l11iç!e entrée d'Ul~

champ conceptuel est .celle dcs situations, on peut aussi idcnti-
fier une dcuxieme entrée, celle des concepts et dcs lhéorcmç~ ..
Le ehamp eonceptuel des structures additives ,est à la fois

I'ensemble des situations dont le traitement implique une ou
plusieurs additions ou soustractions, et l'ensemble des coneepts
et, théoremes qui permettent d'analyser ces situations comme
des tâches mathématiques. Sont ainsi constitutifs des structures
additives, les concepts de cardinal tÚ de mesure, de
'transformation temporelle par augmentation ou diminution
(pcrdre ou dépenser 5 franes), de relation de comparaison
~uanti.fié~ (avoir 3 bonbons ou 3 ans de plus que), de eomposi-
tlOn bmmre. de mesur~s (eombien en tout?), de composition de
transformauons ct dcrclations, d'opération unaire, d'inversion,
de nombre naturel et de nombrc relatif, d'abseisse, de déplace-
ment oricnté et quantifié ...
, C.es concepts BC vont pas seuls: i1s n 'auraient guere de por-

tée SI des théoremes vrais nc leur donnaient leur fonction dans
le traitement des situations: '
Card (A v B) = Card (A) + Card (B) pourvu que A í'I B = 0
F = T(I) => I = T-I(F)
pour S = état initial, T = transformation, F = état final

AC = AB + BC (Relation de Chasles) => AB = AC - BC
quelle que soit la position respective de A, B et C.
clc.

De __!!~!1i9re__~nalogue~ .I,~c!la.,mpçºl1ceptuel des structures
I:nulti~licatives est à la [ois l'ensemble des situations dont le
~raite!Jlent implique une ou plusicurs'multiPiic;tions'ou-divi-
si,ons, et l'ensc~lblc ~dcfc'oílC"ep~- et t?eórcines qüi'permeltCIll
~ analyser ces Sl!llut!ons: proportlOn slmple et proportion muI-
"uple, fonction Iinéairc et n-Iinéaire, rapport sealaire direct et in-
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Etudier le développement et le fonctionnement d 'un
concept, nu cours de I'npprentissnge ou lors deson utilisation,
e'est néeessairement eonsidérer ces trais plans à la fois. II n 'y a
pas en général de bijection entre signifiants et signifiés, ni entre
invnriants et sitllntions, On ne peut donc réduire le signifié ni
aux signifiants, ni aux situations.

146' Reeherehes en Didaetique des Mathématiqu'es

Considérons en premier lieu un cha_!!!RconceRtuel commeun
ensemble de situations. PM.exemRie, Rour le cQ.afl}pcºIlceptuel
.. des structill~ ndditives, l'ensembledcs situations qui deman-
dent une addition, une 'soustraelio'n ou une combinaison ele
t'eJlç_s-ºp~iãlrQns;""et"--'p"õurles structures multiplicatives, I'en-
semble des silUntions qui demandent une mllltiplication, une
division ou une eombinaison de telles opérations. Le premier
nvantage de cetle approche par les situations est de permettre
de générer une classification reposant sur I'annlyse des tâehes
cognitives et des procédures pouvant être mises en jeu dans
chacune d'entre elles.
Le concq~t d~_~tjQ!!.n'a ..Ras iºl}~~!1s.~d_esjtuatjoIl.di-

dactigue mni~llJtôt celui de tª-chç! tJº~e_~!ªnLque toute situa-
[ion complex~~ut être anal~~~,SQ!Il.IIl~t!!l~..f.Qm~inaison ele
tâches dont iI est important de con!1a1t~tUl?!ure et la difficul-
~I2.!:Qp.Jes. La difficulté d'une tâche n'est ni la somme ni te
produit de la difficulté des différentes sous-tâches, mais il est
elair que I'échec dans une sous-tflche entraine I'échee global.
Certains ehereheurs privilégient, pour cette analyse, des mo-

deles de la eomplexité relevant soit de la Iinguistique, soit des
théories du traitement de I'information. La théorie des ehnmps
conceptuels .p.riyi.!~g~_?,~,Eontraire d~.s.mõ(i~!~.s..9.~i_9J~iir:).~~~_u~
rôle essentiel aux concepts mathématiques eux-mêmes. Certes
Gfõm1cdes6íiõncc~téT Te'nóinbre d 'éléméílfSffiíScnjell SOl1t
des fnctcurs pertinents ele la complexité, mais leur rôle est SLI-
bordonné.
La logique non plus n 'est pas un cadre suffisamment opéra-

toire pour rendre compte de la complcxité relative des tflches et
sous-tâches, des procédures, des représentations symboliques.
Elle est trop réductrice et met sur le même plan des objets ma-
thématiques qui, tout en ayant éventuellement le même statut
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une attention excessive aux problemes de classification et de
catégorisation, ou que Ies réformateurs du mouvemcnt des
«maths modemes», soient tombés comme des néophytes dans
la religion de la logique des classes; mais il faut auss.i reco~-
naltre que ce champ conceptuel recouvre des questtons se-
rieuses pour le développement et l'apprentissage de la rationa-
lité. La Iogiquedes classes présente d'ailleurs de l'intérêt non
seulement pour Ie calcuI des classes et des propriétés, mais aus-
si pour les relations entre opérations sur les classes et opéra-
tions sur les nombres. A côté des loisde Morgan, purement 10-
giques:

AuB=AnB
AnB=AuB

O~ peut en effet considérer les théoremes qui portent sur les
correspondances enlre classes et cardinaux, par exemple la
quantificalion de l'inclusion:
A c B => Card (A) ~ Card (B)
ou encore le théoreme des cardinaux:
Card (A uB) + Card (A nB) = Card (A) + Card (B)
Cc demier théoreme n 'est pas trivial. Pourtant certains

élcves de CM2 sont capables de calculer Card (A u B)
connaissant Ies lrois autres cardinaux; ou Card (A), ou encore
Card (A nB); cette demiere tâche est la plus difficile des trois.
On retrouve pour la logique des classes la question déjà soule-
vée plus haut des connaissances non explicites susceptibles
d'orienter une démarche de résolution. Les schemes néces-
saíres à la résolution des demiers problemes que nous venons
d'évoquer participent à la fois de la logique des classes et des
structures additives.

Le concept de situation a été beaucoup renouvelé par Guy
Brousseau, qui lui a donné non seulement une portée didac-
tique qu'il n'avaÍt pas en psychologie, mais aussi une significa-
tion dans Iaquellela dimension affective et dramatique inter-
vient autant que la dimension cognitive. La mise en sccne dcs
concepls et des protédures mathématiques esl un art qui s'ali-
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verse, quotient et produit de dimensions, combinaison linéairc
et application Iinéaire, fraction, rapport, nombre rationncl, mul-
tiple et diviseur, elC. Parmi les lhéorcmes qui donncnt leur
fonction à ces concepts, il faut mentionner:
les propriétés d'isomorphisme de la fonction linéaire
f(nx) =.nf(x)
f(nlxl+ n2x2) = n1f(xl) + nl(x2)
et leur généralisation à des rapports non entiers
les propriétés concemant le coefficient constant entre dcux va-
riables Iinéairement liées
f(x) = ax 'x =~ f(x)

et certaines propriétés spécifiques de la bilinéarité
f(n1x1, 112X2)= I1I.n2f(xl, X2)
II Y en a plusieurs autres, et l'élaboration pragmatique du

champ conccptuel dcs structures multiplicatives passe ainsi par
des étapes qu 'il est possible d' identifier c1airement.
Mais la portée du cadre théorique des champs cOllcepluels

reslerait Iimitée si elle s'arrêtait à ces deu x exemples, aussi je
mentionnerai plusieurs autres domaincs pour mOIlLrcr qu' i1
s'agit d'un cadre relativement général:
- L'élecLricité, et les schemes qui organisent I'activilé du sujet
dans cc domaine. Les situations à comprendre ct à trai ter sont
différentes: I'éclaírage d 'une piece, le branchement d 'une lam-
pc sur une pile (deux pôles, deu x fils, existence d 'Ull co uremt),
la compréhension du circuit électrique d 'une habitatiol1 ou
d'une voiLure, l'analyse et la dissociation des concepts d'intcn-
siLé, de tension, de résistance et d'énergie pour Ics caIculs
d'électrocinétique etc.;
- la mécanique, qui implique également une grande variélé de
situalions et de concepts;
-les grandeurs spatiales (longueurs, surfaces, volumes), dont
la conceptualisation fait appeI à la fois à la géométrie, aux
structures additives et aux structures multiplicatives;
-la logique des classes, qui constitue le savoir de référencc
pour la compréhension des concepts de propriété et de caracté-
ris tique, de la relation d 'inclusion, des opérations d' intersec-
tion, d'union, de complémentation sur le,s classes et dcs opéra-
tions de conjonction, de disjonction et de négation sur les pro-
priétés. On peut regretter que les psychologues aient accordé
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J?_Iif!l~~~_I~~_,gue~~~C!~~_g~;',º!1.~!!qep()~er. De. tel~~ sort.e .qu~ le
tiaitemcnt de ces sltuatlons suppose à la fOIS I ldentlÍIcatlOn
des questions et eelle des opérations à faire pour y répo~drc.
Cela invitc à l'analyse, mais il n'est pas aisé de partir.des sltua-
tions de la vie pour établir une classification systémauque.
En príncipe pourtant, toute situation pcut être ramenée à une

combinaison de relations de base avec des données connues et
des inconnues, lesquelles correspondent à autant de questions
possibles. La classification de ces relations ?e ~ase et des
classes de problemes qu 'on peut générer à partI: d elles cst, un
travail scientifique indispensable. Aucune SClence nc s cst
constituée sans un travail de cIassification systématique. ~eltc
classification perrnet en outre d'ouvrir le champ'des posslbles,
et de dépasser le cadre trop limité des situations }labitueIles de
vie. . .
Prenons l'exemple des struetures additives, ~n peut Ide.nu-

fier six relations de base, à partir desquelles 11 est p~sslbIc
d'engendrer tous les problemes d'addition et de soustractlOn de
l'arithmétique ordinaire (Vergnaud, 1981).

. ::~
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mente aussi bicn à la psychologie sociale qu'à I'épistémologic
ct à la psychologic des mathématiques.
Nous ne_Rf~qE()f!S.R.~sle cOl}cÇ.P!de_~(sÜua.tiQfI»_avec tou te

celle ~rgní[~ti~ici; nous nous Iimiterons au sens qu.e.lui dOI1-
ne habituellement lc psychologue: les processus cogl1lllfs ell~s
r
c
épol1ses du suje!. sont_ fonction ~~s,Jl!luations -~uxCf~c}lª_ !)s
sont confrontés. Et nous retiendrons deux idées principales:
I) celle de váriété: j) existe une grancjc variété _º-~_~tuatio~s
d,,!ns un champ co~~eptueI donl}~, ct Ies variabIes de situatiol1
sont un moyen dc générer de maniere systématique I'cnsemblc
dcs classes possibles;
2)celle d' histoire: Ics connaissances des éleves sont façol!.né~s
par les situations qli'TIS oritr~(r~o.Ftrées.eI_ri)a1trisées progrçssi-
y£men t".!l0tamniêÍ1C pàf'icsºrcifÜ~rés .~itúat.!~ils_.sl!s~eptibles de
donner du sens aux concepts et aux procédures qu' on veut leur
ir' • .. ~_" ..R

enselgner.
La combinaison de ces deux idées ne rend pas nécessaire-

men! aisé le travail du chercheur en didactique, car la premiere
idée I'oriente vers l'analyse, la déco,I.Jlp2.~i!i(mên.éléments
sImPles 'et'-Ia-c2mblnatolrc'd€iI.~9~~i~!es, al~!~~!a. sc.c()~_d_e
)'oriente verLJa recherche des situations fonctionnelles,
presq-u~tQ~jours ~~~i()sées-de plusi~~rs reiaÜon~, etdo,rl.!
l'impOI1<lD_cer,elative est largement Iiée à la fréqllence avec la-
~!l~g!!..l~s.t~,nc~~ie: .' . . . i

Prcnons des exemples: acheter des gâteaux, des fruits ou des
bonbons, mettre la table, compter les personnes, les couverts,
jouer aux billes, sont pour un enfant de 6 ans, des aetivités fa-
vorables au développement des conceptualisations mathéma-
tiques concemant le nombre, la comparaison, l'addition et Ia
soustraction. Toutefois, dans la pIupart de ces activités, la vie.
n'offre qu'un petit nombre de cas parmi Ies problemes pos-
sibIes; par exemple, eoncemant I'activité d'achat:
- Ai-je assez d'argent pour acheter ça? pour acheter à la fois
ceci et cela?
- Combien me restera-t-i! si j'achCte ça?
- Combien me manque-t-i!?
- Vaut-il mieux ache ter ceci ou cela? QuelIe est Ia différence
de prix? . • ':
En outre, dans les situations habitueIles de vie, lesdonnées

J?~£finént~..!on ~JI!!nf~!g~ê-s=~~~_~.~en-se~6Tê'a'i~format iOi~
peu ou pas pertll1cntes, sans que sOlent touJours c1arrement ex-

"... '
~... '.
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b O

o O

- importance des concepts de transfonnation temporelle et de
relation dans le processus d'appropriation des situations d 'ad-
dition et de soustraction. La prisc en considération de ccs
concepts a de grandes conséquerices théoriques: elle condult
d'une part à introduirc, à côté du modele de Ia loi binaire inter-
ne, celui de l'opération Wlaire externe, d'autre part à recourir
aux nombres relatifs pour caractériser certaines opérations de
pensée des jeunes enfants.
Ce n' est pas le lieu de rappeler ici Ies différentes classes de

problemes que permettent d'engendrer ces relations de basc,
d'autant que chacune des classes de problemes ainsi définies
peut el!e-même être subdivisée en sous-classes, en fonction des
valeurs numériques utilisées et du domaine d'expérience au-
quel il cst fait référence: à8 ans on ne saisit pas de la même
maniere la transformation d'une quantité de billés, d'une som-
me d'atgent, d'Wle masse, d'un volume ou d'une position.
Il n 'cst pas superflu, par contre, de remarquer que I'analyse

des structures multiplicatives est profondément différente de
celle des structures additives. Les relations de base Ies plus
simples ne sont pas ternaires mais quaternaires, parce que les
problemes Ies plus simples de multiplication et de division im-
pliquent la proportion simpIe de deux variables I'une par rap-
port à l'autre .

o O

la multiplication

a

Cette relation permet en effet de générer quatre classes de
problemes élémentaires:

....

VI

III

o
t O
O

,-

I

V

o
0->0
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IV

II

o
0->0
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RELATIONS ADDITIVES DE BASE
I. La composition de deux mesures en une troisieme
lI. La transformation (quantifiée) d 'une mesurc initialc CI1 UIIC
mcsure finale
m. La relation (quantifiée) de comparaison entre deux mesures
IV. La composition de deux transformations
V. La transformation d'une relation
VI. La composition de deux relations

D' mesure
O transformation ou relation (positive ou négativc)
Cette classification n 'est pas sortie toute armée du cerveau

d'un matMmaticien. ElIe résulte de considérations psychoJo-
giques autant que mathématiques:
- difficulté tres inégale de problemes de structures différentes
se résolvant pourtant par la même opération numérique;
- décalage ontogénétique de la réussite aux différentes classes
de problemes qu'on peut engendrer à partir d'une même rela-
tion; décalage ontogénétique des procédures utilisées, aÍnsi que
des symbolisations mathématiques accessibles à l'enfant;

I" , ."I .
I
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~º!U~~~oulignera j~mai~J\~~ezJ~~~Q-ºnill1ç~ çpisté-
~ologique de la P!~r.t!on Eouble (~.!.-mu.!~!ple)Pc?~Fl~_~~~f!lé-
"t~a ""p-Qysigue.~,piºlliibi!ités et les statistigue~_:J~~ucou p
q~_q~testi2!l~=g;raienkmi~ux-~_ª-~ejgn~~L~Lleur _sl!!1I.H_Çt-ªit_
mieu£recQJI.n.u, Or lcs éleves n 'en comprennent que faiblcmenl
les tenants et aboutissants: d'un cõté parce qu 'elles sont
conccptucllcmcnt plus difficiles, de l'autre parce qu'ellcs met-
tent en jeu de nombrcux éléments à la fois: six grandeurs et
trais rapports pour la proportion double, sans compter les fonc-
tions et les rapports intermédiarres envisageables.

Comme ces grandeurs et ces rapp0rls peuvent être des nombres
entiers simples, des entiers quelconques. des fractions, des dé-
cimaux pIus grands ou plus petits que un, ti existe une diversité
extraordinairc de cas de figures, dont la difficulté pour les
éleves est tres variable. Cette diversité de cas peut cepcndant
être assez aisémcnt hiérarchisée cn considérant lcs trois grands
facteurs de la complcxité cognitive: la structure dcs problemcs,
lcs valeurs numériques, ct les doma ines d'expériencc.

c

a1 .

o

z

o

la division quotition

b

y

o

c

o

>:

o IJ

o

a

b

la division-partition

,-,,

c O
la quatrieme proportionnelle

ou si elle se fail par produit: z proportionnclle à x, ct à y; x Cl y
indépcndantcs entre elles. 11s'agit alors d'une'structure de pro-
portion double.

o O

Ces problemes présentent des difficultés ~es. in~gales selon
les valeurs numériques (difficulté de la mulyp1lcaUon et. de la
division par un décimal, surtout par un décl,mal pl~s pet,lt que
I), et selon le domaine d'expérience auquelll est f~lt réf~rence
(on ne fait pas fonctionner le modele de la proportlOnna,ltlé sur
l'homothétie et sur la masse volumique, comme on le fmt ~Ol~C-
tionner sur le prix d' objets familicrs ou sur le partage égalItal re
de bonbons entre des enfanls).
En deuxiemc Iieu, la combinaison de deux proportions ne

pose pas les mêmes problemes, cognit!f~ si la com?inaison se
fait par enchalnement dcs fonctlons qu~ 1Ient les vanables deu x
à deux: x proportionnelle à y, YproportlOnnelle à z

154' Recherches e/l Didactiqlle des Mathélnatiqlles
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qu'entrctient cclte vision des silUations avec la lhéorie des si.
tuations didactiqucs telle qu'elle a pris forme dans la commu-
nauté française, à partir des travaux de Guy Brousseau.
Une siluation didactique est d'abord une mise en sccne inté-

ressante et riche. Les relations élémentaires distinguées .ici et
les classes de problemes qu'elles permettent d'engendrer ne
'.présentent, tcIles quelles, qu'un intérêt didactique modéré, jus-
lcment parce qu'ellcs sont trop élémcntaires. Ce sont d'abord
des inslruments pour I'analyse des situations et pour l'analyse
des difficultés conceptuelles renconlrées par les éleves. ;o~
~!!-ºj!liQIlcCompJex~e's'L!!,neSOf!!pina~...E-IatiQI1S~élémen-
taires, Ç.L9~n~J~utp~t(;º.mQ\lmer l'anal)'se j"~~t~sh~s cogni-
tives -5IUC.,Cc.~[c.l<lti<mU)}~!lTlett~IJL~c,gÇ!1~@.r.;mais I'orgfl,nisa-
tion d'une situation didactique cn un projet collectif de re-
cherch~ pour la classe suppose la considération à la fois des
fonctions épistémologiques d'un concept, .de la signification
sociale des domaincs d'expérience auxquels li est fait référen-
ce, des jeux de rôle entre les acteurs de la situation didactique,
,~~_~i~~~,~º,!}trªL~U!~J~.t..r~sposition. ~
I sous-Jacente à la théorie des champs conceptuels, cependant,
\ est qu'une bonne mise en scene didactique s'appuie nécessairc-
\ment sur la connaissance de la difficulté relalive des tâches eo-
, gnitives, des obstac1eshabitueIlement rencontrés, du répcrtoire
: des proeédures disponibles, et dcs représentations possiblcs. La (
) psychologie cognitive est essentieIle. 1'- '" .
'---AeoiédeI'id'ée dediversilé, }'ãfégalement souligné I'idée
d'histoire eomme une idée essentielle de mon propos. Il ne
s'agit pas de l'histoire des mathématiquesmais de l'histoire de
I'apprentissage des mathématiques . .Ç.£~~ehistoir,t?.~divi,:
º~Ie. Pourtant on peut repérer des régularités impression-
nantes d'un enfant à l'autre, dans la maniere dont ils abordcnt
et traitent une même situation, dans les conceptions primitives
qu'ils se formcnt des objets,de leurs propriétés et de Icurs rela-
tions, et dans Ics étapes par lesquelles ils passent. Ces étapes ne
sont pas totalement ordonnées; eIlcs n'obéissent pas à un calen-
drier étroit; les régularités portent sur des distributions de pro-
cédures ct ne sont pas univoquement déterminées. Mais I'en-
semble forme ccpcndant un tout cohérent pour un champ
conceptucl donné; on Rcut notammcnt rcpérer lcs principalcs
qliations et les prinêipalesiupturés~".(;~qurconsiiiüe la justiri'-
cãliüi1j5ílncTpale ac la'lh-éorié des champs cõnccptuels.
------. _.- i-'-~-'_.- _._.._-_.

'/,
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Sont lres variables égalcment les procédures ulilisées par les
éleves: plus de vingl calégories dc lenlatives, réussies ou
échouécs, paul' la recherche de la quatrieme proportionnelle par
exem \C. .
Bnnn ifrãüt'rema-rqucr que les concepts de fraction, de quo-

tient, de'nombre rationncl, de produit et de quotient de dimen-
sions, de scalaire, de fonction linéaire et n-linéaire, de combi-
naison et d'application linéaire, prennent primitivement \cur
sens dans les problemes de proportion, et se développent com-I
me outils de pensée à travers lamaitrise progressive de ccs si-
tuations, bien avant de pouvoir êtrc introduilS ct traités comme
dcsob'~alhémaligucs. 1- o •• "

La classificalion des silualions résullc à la fois de considéra-
líons mathémaliques cl de considéralions psychologiques. Ccr-
taines diSlinclions ne sont inléressanles que parce qu 'elles cn-
trainent dcs différenccs significatives dans la maniere donl les
éleves s'y prennent pour traiter les situations ainsi différcn-
ciées; Ic mathématicien lui-même n'y prend plus garde et, si
I'on s'cn lenait aux malhématiques constituées, on négligcrail
des distinctions qui sont importantes pour la didactique. Pour-
tant une classification qui n'aurait pas de sens mathémalique
serait irrccevable. L'une..i:l~s.gªge!1res que doit tenir le psycho-
logue gui s'inléresSC;-'à l'apprenÚssagedés"maUlématíques esl
ô"':éiãbfirdCs classTCicãÜons,"déCi-ire des procédures, formuleI'
dCS--êorinaissanccs-en-acte, analyser la structure et la fonclion
dês l~º~ciati.º!!s_~L.9,~~, rep!:ése_~tations symboliques, dans des
tiffiíes qui aicnt un sens mathématique.' LaspéCificité des ap-
prenfíSsages mathématiques est dans les mathématiques elles-
mêmes. Cela ne signifie pas que la théorie de l'apprentissage
des mathématiqucs soit tout cntiere contenue dans \cs mathé-
ma tiques.
,'parmi les ch'!.QlP~_conç~PJuelsévoq.tl~~,plus ~a~t~ les struc-

(ures additives et les stru£l.ures multiQlicatives o~Ull1e place un
P.CüPrivilé~jourçj'h\,li,.p-ª!£,e,qll~Ja cIassification de~ rcla-
lions élémentaircs et des classes de problemes élémentalres y
est relativemcnt avancée et reconnue dans la communaulé eles
cherchcurs. On n 'en cst pas cncore là pour la logique e1cs
classes, la géométric, ou I'algcbre élémentaire. 11existe cepcn-
dant des critcrcs qui devraient pcrmettre d'av\lnccr rapidell1enl.
Avant de passeI' à la demicre partie de cc texte, il n 'cst pas

superOu de clarifier Ic mieux possible la nalure des relalions

.
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.. .' SIGNlr1ÉS ET SIGNl(:'IANTS , ( ,/
Ofl.jyC 1-1'~(1(;( t, o(~ (1/' I ~i,,},. !cf/V':fr\.'J.~ 0.1\ úlV\{.V 7i., ryY(,/~,'" !)e\.J\'\:~'\
fVo.-(Jç .P/(;;tr5.~_s.~ElL.!~~_~ltuatI2nsqu!.d()nnent. du sens aux concepts mathe-
/V.(J/.; (di' :/~!./J o' I~atiques, mais le sens n'est~ pas dans lessituations eIles-
i' ,{r,~ .iN,} {i I mêmcs. II n 'est pas non plus dans les mots et1es symbolcs ma-
I thématiqucs. Pourtant on dit qu 'une représentation symbolique,

qu'un mot ou qu'un énoncé mathématique ont du sens, ou plll-
sieurs sens, ou pas de sens pour tels ou tels individus; on dit
aussi qu'une situation a du sens ou n'en a pas. Alors qu'est-ce
que le sens?

,I- . I. I o Le sens eSl-!:,l)_e_r~@Jjort_dusujetaux situations et aux sigrli-
~)J1;ilV(..~ fiants. Plus précisérnent, ce sont les schemes évoqués chez le

sujet individuei par une situation ou par un signifiant qui
constituent le sens de ceUe situation ou de cc signifiant pOLIrcet
individuo Les schernes, c'est-à-dire 1es conduites et leur organi-
sation. Le sens de l'addition pour un sujet individueI c'est I'en-
sernble des sehemes qu 'i! peut mellre en reuvre pour traiter des
situations auxquelles i!lui arrive d'être confronté, ct qui impli-
quent I'idée d'addition, c'est aussi I'cnsemble des schemcs
qu'i! peut mettre en reuvre pour opérer sur les symboles, numé-
riques, algébriques, graphiques et langagiers qui représentent
l'addition.
Une situation donnée ou un symbolisme partieulier n 'évo-

quent pas ehez un individu tous les sehemes disponibles. Lc
I sens d 'une situation partieulicre d 'addition n 'est done pas lc
scns de l'addition; le sens d 'un symbole partieulier non plus.
Quand on dit que tel mot atei sens, on renvoic en fait à un
sous-cnsernblc dc sehcmes, opérant ainsi une restrietion dans
('enscrnble dcs sehcmes possiblcs.
La qucstion se pose pourtant de la fonetion dcs signifiants

dans la pcnséc, ct dc la nature des sehcmes qui organiscnt Ic
traiternent des signifiants, en eornpréhension et en produetion.
Quel1es fonetions eognitives faut-i! attribuer au langage, et allx
représcntations syrnboliques, dans l'activité mathérnatique?
On considere à juste titre que les mathérnatiques forment un

eorps dc eonnaissances qui répond à des problemes pratiques ct
théoriqucs que s 'cst posé I'humanité au cours de son histoire;
mais on ne répond ainsi que partiellement à la question
«qu'est-ee quc Ics mathématiqucs?» puisque les signifiants et
('organisation du diseours y jouent un rôle 'essentiel. C'est donc
un travailthéoriquc ct ernpirique indispcnsable quc de elarificr
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lajollction du langag~ et des autres signifiants. Dans la théorie
des ~hamps cone~ptue~s, cette fonetion est triple:
- aIde à la déslgnauon et dane à l'identifieation des inva-
riants: objets, propriétés, relations, théoremes;
- aide au raisonnernent et à l'inférence;
-:- aide à l'anticipation des effets et des buts, à la planifieation,
et au contrôle de l'41ction.
Un ~cheme est, comme nous l'avons vu, une totalité organi-

sée, qUI permet de générer une classe de eonduites différentes
en fonetion des caraetéristiques particulieres de chaeulle des si-
tuations de la classe à laquelle il s'adresse. Cela n'est possiblc
que parce que le scheme eO!J1l?.Qr.t~:
- des invariants opératoires (concepts-en-aete et théorcmes-
cn-aete) qui pilotent la reconnaissance par 1e sujet des élémcnts
pertinents de la silualion. et la prise d'infoffilation sur la situa-
tion à traiter; o o

- des alltieipations du but à atteindre, des effets à altcndrc ct
des étapes illtermédiaires éventuelles;
- des regles d 'aelion de type si... 41lors... qui permettcnt de gé-
nérer la suíte des aetions du sujet;
- des inférences (ou raisonnements) qui permettenl de «calcu-
lcr» les regles et les anticipations à partir des informations et
du systeme d'jnvariants opératoires dont dispose le sujeI.
Il est elassique de dire que le langage a une double fOllctioll

de communication et de représentation. Mais on peul ainsi
s.ous-estimer sa fonetioll d 'aide à la pensée, qui n 'est que par-
tlellement couverte par les fonctions de représentalion et de
communication. Cerles la désignation et l'identification des in-
variants releve bien de la fonction de représentation; mais il
n'est pas sOr que l'aceompagnement par 1e 1angage d'une aeti-
vité manuelle ou d'un raisonnement releve seulement de la
fonction de représentation.
En effet, ee n'est pas dans n'importe quelles cireonstanecs'

qu 'un individu aceompagne son aetion d 'une aetivité langagic-
re, mais plutôt quand il a besoin de planifier et de eontrôler une
suíte d 'aetions insuffisamment maitrisée. Une activité autom:l-
_~J~éene s'accompagne guere de pareIes, même li voix basse:
les crifants cjurh-~raiú;: onl parf~1itcmciú sais f éomment 0/1 e:1Í.
eule un état initial connaissant l'état final et la transformation
ne parlent guere. Ceux pour lesquels e'est encore un problcm~
sont beaucoup plus prolixes (Morange, tllese en eours). On

r'"'\
t,,;~;)
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.1

Tou~es ces formes sont acceptables, même si elles sont in-
également observées. En même temps elles sont peu utilcs
puisqu'elles représcntcnt la solution du problcme et non Ic pro-
blcme: le choix de I'opération d'addition est nécessairement cf-
fectué avant que I'équation ou le diagramme soit écrit, même si
.lc résullat de j'opération numériquc n'est pas encore calculé.
L'intérêt de ces écritures ne peut résider que dans les contribu-
tions qu'elles apportent éventucllement à l'objectivation dc la
relation entre la solution ct les données numériques, non pas de
la relation entre la résolution et le probleme.
Si l'on essaye de représcnter le problcme, on n'a plus gucre

le choix qu'entre dcux' symbolisations:

1)

e) :0 - 8 = 7

Considérons d'abord quelques écritures et diagrammes p'os-
sibles:

II n' existe pas cn effet de possibilité de représenter le pro-
bleme ave c les diagrammes utilisés en d): ils ne permettenl de
symboliser quc dcs grandcurs positivcs, pas des transfonna-
tions négatives.
Si enfm on a I'ambition de représenter le passage de la rc-

présentation du problême à la représentation de la solution,
alors la symbolisation e) conduit soit à faíre de l'algêbre

,16.0 Recherches en Didactique des Mathématiques

peut évoquer encore I'exemple de l'apprentissage des ma-
nreu vres de mise en route d 'une voiture: un débutant verbalise
volontiers cc qu'iJ fait ou cc qu'il va faire; quelques semaines
plus tard il n'en a plus besoin. L'activité langagiere favorise
évidemment I'accomplissement de la tâche et la résolution du
probleme rencontré; sans quoi elle n'interviendrait pas. Tout se
passe comine si I'activité langagiere favorisait la découverte
des relations pertinentes, I'organisation temporelle de l'action
et son contrôle. On est ainsi renvoyé à la fonction de représcn-
tation du langage, mais cene fonction est triple:
- représentation des éléments pertinents de la situation,
- représentation de I' action,
- représentation des relations entre I'action et la situation.
Le langage représente différents ordres de choses, et I'acti-

vité langagiere a plusieurs fonctions.
Centrons nOtre attention sur les informations pertinentes ct

les opérations de pcnsée, puisqu'cllcs forment lc canevas de
l'activité intellcctuclle:
- les informations pertinentes sont exprimécs en rcrmes d' ob-
jcts (arguments), de propriétés et de relations (fonctions propo-
sitionnelles), de théoremes (propositions).
- les opérations de pensée en terrnes de sélection des inforrna-
tions, d'inférence, d'acceptation ou de refus des conséquences,
et aussi en terrnes d'annonce des opérations à faíre, des résul-
tats ou des buts à atteindre, de décomposition en étapes dcs
processus de traitement: «je fais ceci, et puis cela, alors j'aurai
ça, etc.»
L'activité langagierc exprime aussi d'autres aspects impor-

tanlS, comme I'implication du sujet dans la tâche ou dans le ju-
gemcnt émis, ses sentiments, son estimation de la plausibilité
d'une hypothese ou d'une conclusion, ou encore la relation de
ces éléments entre eux. Je n'aborderai ici que le probleme de
I'expression et de la symbolisation des concepts, des théo-
remes, et des objets, en analysant avec un certain détail
l'exemple de la recherche d'un état initial lorsque la transfor-
mation est négative.
«Mélanie vient d'acheter un gâteau chez le pâtissier. ElIe l'a

payé 8 francs. ElIc compte cc qui lui reste dans son porte-mon-
naie et trouve 7 francs. ElIe se demande si elle n 'a pas pcrdu de
l'argent ct elle cherche combien elle avait avant d'acheter ce
gâteau?»

. "
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o
- les relations état inilial-transformation-état final ct la réci-
procité des opérations d'addition et de soustraction; .'

. sont aussi des moyens d 'jdentifier plus clairement des objets
malhématiques décisifs pour la conceptualisation. Dans le cas
des structures additives:
-les relations partie-partie-tout;

-les relations reféré-relation de comparaison-référent et la ré-
ciprocité des relations quantifiées «n de plus que» et «n de
moins que»;

-Ia distinction entIe les mesures (jamais négatives) représen-
técs par des carrés, et lcs transformations ou relations (positives
ou négatives) représentées par des ronds, et à l'intérieur dei>-
. quels le nombre est toujours précédé d'un signe posilif Oll né-
gatif.
_Si I'enseignant et I'éIevcne disposent .Eas de ~YlJlboJcs,
ils sont conQuits [..rcCõilllr à des fonncs variées du lang~wc na-
ttireI: dêS-verbes -põür:--íes"iIãiisfõnnàliõriif"'{gãgner, pcrdrc,

~. .

','.'

0-8=7
O -8 + 8 :: 7 + 8

O =7+8
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en mettant alors en évidence la réciprocité de l'addition et de la
soustraction comme opérations unaires.
Abandonner 1'ambition de représenter symboliquemcnt Ics

transformations et les relations négatives, conduirait inévitable-
ment, si I'enseignant et les manuels continuaient à utiliser des
représentations symboliques pour les autres objets mathéma-
tiques, à exclure de I'enseignement les situations qui metlent en
jeu des transfonnations et relations négatives, notamment Iors-
qu'il y a plusieurs transfonnations successives: plusieurs achats,
plusieurs parties de billes, plusieurs entrées ct sorties d'un stock,
etc. Or Ics représentations symboliques ont justement I' avantage
d'apporter une aide à la résolution de probleme lorsque Ies don-
nées sont assez.nombreuses et lorsque la réponse à la question
jJosée demande plusieurs étapcs ....9duIklc..:ur<l!1s(ºl!!!Qtion.~st
k" reIations _~c'L£9..!!º_I!Lmi.L...à_lLll.J!R.p ..aU.YJjs.se~lJl (J..~rlo-
~r~~!~~~çmçJJl.d~~~~ ..~alig~e_s..

En outre les rcpréscntations symbo1Jques n'ont pas qu'unc
fonction d'aide à la résolution de problemes complexcs; clJes

o
O .----'~ [?J(.-. .-7

+ 8

soit à devincr la valeur du carré blanc dans O - 8 = 7. Ce jcu
de devinetle n'est guere souhaitable, en tous cas il n'cst pas gé-
néralisable à de plus grands nombres: O - 155 = 87
Comme on ne peut guere envisager d'enseigner à des en-

fants de 7 ans le chemin algébrique qui permet de passer du
probleme O -8 = 7 à la soIution D = 7 + 8, il faut soit aban-
donner toute idée de représentation symbolique de cc chemine-
ment. soit se rallier à la seule représentation accessiblc à cct
âge

•



consommer), des formes comparatives pour les relations (avoir
n". de plus que), des formes attributives pour les états et les
mesures (avoir n bonbons, mesurer x metres), conjuguées à
I'imparfait, au présent, au futur; ils peuvent aussi utiliser eles
adverbes (maintenant, apres, avant) etc.
Tout C((tappareilIage langagier est exceIlent pour véhiculer

I'information, aussi bien dans l'expression de la solution ou
dans les verbalisations qui accompagnent le raisonnement, que
dans l'énoncé du probleme lui-même. Mais de teIles formes
linguistiques s'analysent comme des outils de pensée, non pas
comme des objets de pensée. Si la conceptualisation matl1éma-
tique ne se bom c 'pas à la compréhension des relations et des
propriétés comme outils, mais recouvre aussi la transformation
de ces outils en objets de pensée (Douady, 1986), alors on ne
peut rester indifférent aux moyens dont disposent I'enseignant
et I' éleve pour cette transformation. !?ilns I'a12Rre!lt~â~!gedçJll
rationalité scientifique, le métacognitif fait partie du cognilif.
On peut parler d'Llri-étatinitiál de plusieurs maniCres:

- en utilisant l'imparfait et une proposition subordonnée:
«Combien Mélanie avaÍl-elle avant d'acheter cc gâteau?»
- en désignant cct état par un pronom, un complémcllt el llll
adverbe: «cc qu'elle avait avant»;
- en parlant expressément d' «état initial», ou encore elc «poillt
de départ» ctc.
11existe donc dans le langage naturel des moyens de trullS-

former les concepts-outils en concepts-objets, notammenl la
nominalisation, Toutefois le symbolisme des diagrammes avec
carrés, ronds, fleches et accoJades est particulicrement cffic,lce
pour cette transformation des catégories de pensée cn objets dc
pensée. Pour I'cxpression des transformations, il n 'csl pas
conccptuellement équivalcnt d'utiliser le verbc «a payé» au
passé, de parler de «Ia dépense» (nominalisation), ou de c1ési-
gner toute transformation par un signe unique .O ;::.'
L'invariancc du signifiant contribue à la meilleure identifica-
tion du signifié et à sa transformation en objet de pensée.
Il est également possible de représenter le mêmc théorcJ11c

de plusieurs manieres, par exemple:
a) I'état initial, c'est I'état final auquel on rajoute cc qu'on a
dépensé ou perdu, et dont on soustrait ce ~'on a reçu ou ga-
gné;
b) P = Ter) => I = T-l(P)
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On. voit aisément que ces formes ne sont pas équivalentes
pour les éleves: la seconde forme est ho~s de la portée des
éleves du cours élémentaire: la premiere n'a pas le laconisme et
'. l'éconornie de la troisierne. La pertinence du symbolisme et du
langage est relative aux connaissances et au développernent co-
gnitif de l'éleve, .
Empruntons un dernier exemple aux structures multiplica-

tives avec la formule du volume du prisme droit, le volume est
. le produit de l'aire de base par Ia hauteur: V = A H. Et intéres-
sons-naus à l'une des lectures possibles de cette formule: <de
volume est proportionnel à l'aíre de base quand Ia hauteur est
. constante, et à la hauteur quand l'aíre de base est constante».

On sait que cette lecture bilinéaire est rarement faite dans
les manuels, bien qu'eIle soit conceptuellement essentielle:
V(A.1, H.I) = AH VO: 1); le volume du prisme qui a une aire
de base A fois plus grande que l'unité d'aire, et une hauteur 1-1
. [ois plus grande que I'unité de longueur, a un volume AI-! fois
plus grand que l'unité de volume construite canoniquement
comme le produit de I'unité d'aíre par 1'unité de Iongueur.
Comme ce volume AO, 1) est égal à 1, on en déduit que

V(A, H) = A.H.
Ce raisonnement tient tout entier dans la dépendance linéai-

re du volume à l'égardde chacune des variables aire de base et
hauteur, indépendantes entre elles.
Dans le tableau de double-proportionnalité, ci-dessous, on

peut lire aisément que le volume est proportionnel à l'aire de
base quand la hauteur est 'tenue constante

~..
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